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Differenzierbarkeit

Fiir die gesamte HU: Wenn nicht ausdriicklich anders erklirt:
G: Gebiet in C, also offene, zusammenhingende Teilmenge von C.
9,

i2=—1, 2z =azx+iy = re'?, x,y,r,¢ € R

f:G—=C, f:z— f(2)=w=u+iv= pe?, u, v, p,a €R.

Also f(z) = f(z +1iy) = u(z, y) + iv(z,y).
Oder f(z) = f(re*®) = u(r, ¢) + iv(r, ¢).

Komplexe Differenzierbarkeit: f heit in zy5 komplex diff.bar, falls

I f(z) = f(20)

Z—Z() z — ZO

=: f"(20)

existiert.



analytisch/ holomorph/ regular in G : in ganz G komplex differenzierbar.

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen (CR-DGL'n) :
Seien u und v in einer Umgebung von z; partiell diffbar nach z und y. Dann:

f in zg kompl. diffbar <= in zy gelten die (CR-DGL'n)

Dann gilt

f'(20) = uz(20) + 7 - v2(20)

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen in Polarkoordinaten

1 1
Uyr = — Vs, Vyp = ——U
T r ) T , o




Zur Erinnerung: Differenzierbarkeit= hinreichend gute Approximierbarkeit durch
affin lineare Funktionen (= Drehstreckungen + Verschiebung)

In C: f(2) = u(x,y) + iv(x,y)

R f(?j) _ (zgi:%) = Jf(z,y) = (Zi zz)

Drehstreckung + Verschiebung im R? :

mit



Definitionen:
Winkeltreue einer Funktion f: Fiir alle z5 € G gilt:

Winkel zwischen Kurven, die sich in zg
schneiden bleiben bei der Abbildung

z = w= f(2)

(in Griffe und Orientierung) erhalten.

Langentreue: Fiir alle zy € G gilt:

Alle von zy ausgehenden Richtungen werden bei der Abbildung
z — w = f(z) um den gleichen Faktorgestreckt.

Konforme Abbildung:

f heifst konform, wenn f winkel- und ldngentreu ist.



Einige Eigenschaften holomorpher Funktionen:

e f ist in jedem Punkt zg mit f'(z9) # 0 konform.

e 1 und v sind C°°— Funktionen.

e 1 und v sind harmonische Funktionen. Das heif3t
AU 1= Ugy + Uy, = O, Av =0

e Ist u harmonisch (Au = 0), so gibt es v, so dass f = u + v
holomorph ist. v heiBt konjugiert harmonische Funktion.

ORE

Konstruiere Potential wie in Analysis lll.



Vorlesung: Polynome (z), exp(z), deren Kompositionen und Um-
kehrungen sind iiberall in C wo sie definiert sind, komplex diffbar.

f(z) ==

e’LZ _|_ 6—’1,2

cos(z) =



Beispiel 1) In welchen Punkten aus C sind die unten gegebenen
Funktionen f komplex differenzierbar?

eA)f: C— C,
f(z) = Re(z)-Im(z) = zy+ 0 -
Also u(z,y) = zy, v(z,y) =0

Cauchy Riemannschen Differentialgleichungen

Die Funktion ist komplex diff.bar. in:



eB) f: C— C,
f(z) = Re(z) - ((Re(2))” — 3(Im (2))* — 1)

+ - (Im(2) - (3(Re(2))* — (Im(2))* — 1))

Cauchy Riemannschen Dgl'n: Uy = Uy und Uy, = —v,



e C) f: C\{0} = C,

flo)= 2+ 5.

Polarkoordinaten waren angenehmer. Also rechnet man mittels
Kettenregel die CR-DGL'n um in

Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen in
Polarkoordinaten

1 1
Uy = — Vg, Ve = ——U
T - o r - o)
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Damit ergibt sich fiir

f@=?+;=

(re™**)2 4

r2p—2i¢
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u(r, p) = (7“2 + r—lg) - cos(2¢), v(r, ¢) = (712 — r2) - 8in(2¢)
Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen:

Uy =

12



Faustregel: Wenn f explizit auf Im (2), Re(z), Z, |z|, arg (z) zugreifen muss, dann ist f

nicht komplex differenzierbar.

Widerspricht das nicht Beispiel B?
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Beispiel 2) Gegeben:
u(z +1iy) = Re (f(z +iy)) = €** cos(2y)

Zeigen Sie, dass die Funktion v harmonisch ist.
Bestimmen Sie alle zu u konjugiert harmonischen Fkt'n v.

Bemerkung: Auch bei diesem Typ Aufgabe kdonnen Polarkoordinaten geeigneter sein:

T U = Vo und 7 - U = —Uy
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Konforme Abbildungen

e f heiBt Winkeltreue: Fiir alle zy € G gilt:

Winkel zwischen Kurven, die sich in zy schneiden bleiben bet
der Abbildung z — w = f(2) (in Gréfie und Orientierung)
erhalten.

f heiBt Langentreue: Fiir alle zg € G gilt:

Alle von zy ausgehenden Richtungen werden bei der Abbildung
z — w= f(z) um den gleichen Fuaktor gestreckt.

Konforme Abbildung:

f heifst konform, wenn f winkel- und lingentreu ist.
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e Eine analytische Funktion ist in jedem Punkt z € D(f) mit
f'(2) # 0 konform.

Streckfaktor (lokal): | f/(z0)|
Drehwinkel (lokal): arg (f'(z0)).

o Ist f:2— f(z) =u(z)+iv(z) in zo konform und u und v in
einer Umgebung von z stetig diffbar, dann ist f diffbar in zg

mit f'(z) # 0.

Beispiel 3: f(z2) = 2°
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Beispiel 4: Die Joukowski Funktion f(z) :% (z +

S
-
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Beispiel 5: Essei f(2) = In(z) firz = re’? € C, mit —7 < ¢ < 7.
Die Kurven I'y o

[ =te'T, t e RT, Ty = 2", t € (0,7)
gehen beide durch den Punkt z* = v/2(1+14). Um welchen Winkel

werden die (Tangenten an die beiden) Kurven im Punkt z* durch
f gedreht?

Losung: I ist
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Wegen In(z) = In(|z|) 4 targ (z), wird 'y durch f abgebildet auf

Alternativ:
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Konforme Verpflanzung von Potentialen

Situation:
Potentialgleichung ist in einem schwierigen Gebiet zu l6sen.

Idee:
Transformiere das Problem, so dass das Gebiet einfacher wird.

Hacken:
Im allgemeinen Fall entsteht eine schwierigere DGL.

Schon:
Bei konformen Transformationen bleibt es bei der Potentialglei-
chung. Genauer: spater in der Vorlesung
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Sei also D € Cund ®: D — R irgendeine C?—Funktion.

f:D— Wc C, bijektiv (f’ £ 0), analytisch
f(z)= flz+iy) = w=u+w

f
b T w
.
l
P R
Definiere: U(w):= @ (fH(w))

= konforme Verpflanzung von ¢ mittels f.
Merke fiir spater: ® = Vo f

21



Problem in der
physikalischen
Ebene

f

L6sung in der
phys. Ebene

konform, bijektiv

>

Problem in der
Modellebene

|6sen!

L6sung in der
Modellebene
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Neben Potential ® interessant: Feldstirke £ = —grad (P)

Gradient im R?: (®,, ®,). In C schreiben wir (a + ib) statt (a,b):

O(x +1y) + ZQCI)(ZIZ‘ + 1Y)

d,® = ®, + iD,
grad ,®(z + iy) + 0

~ Ox
grad ,V(u 4 iv) = ¥, + iV,

grad ®(z) = grad U(w) -
A:0(z) = Ay ¥(w) - | f1

) (1. Verpflanzungssatz)

(2
2)|? (2. Verpflanzungssatz)
Wegen f'(z) # 0 folgt: A, ®(z) = 0 <—= A,V (w) =0
Was ist ein einfaches Gebiet? Es gibt einfache Losungen in

In Ringen, Streifen, Sektoren, AuBerhalb/innerhalb eines Kreises
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Beispiel: Gegeben

Kreisscheibe K : |z —i| < 1,
elektrostatisches Potential = 0 auf Rand K

Kreisscheibe Ky : |z +1| < 1,
elektrostatisches Potential = 1 auf Rand K

Im Punkt O seien die Kreisscheiben gegeneinander isoliert.

Zur Bestimmung des induzierten elektrostatischen Potentials und der Feldstarke soll das Gebiet
auBerhalb der Kreisscheiben bijektiv und konform auf einen Ring oder einen Streifen abgebildet

werden.

Welche der beiden Tansformationen (Ring bzw. Streifen) ist moglich?
Geben Sie eine Transformation an, die das gewiinschte leistet.

LOosung:
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Transformation auf einen Ring:

Transformation auf Streifen «+——

Zwei Kreise auf zwei parallele Geraden geht mit 7

Schnittpunkt der Kreise — Schnittpunkt der Geraden = 7

Also T'(0) =

25



Ohne Einschrankung der Allgemeinheit: T'(z) =
Wegen 0 € RN R sind

T(R) und T(:R)

RNR = {0,00}

TR)NT(ER) = {0, ...}

Also: T'(z) = 2

Mit b € R folgt: T(R) = R und T(#:R) = iR.
1

Wir wahlen T'(z) = —.
2

Kreise symmetrisch zu iR

— Bildgeraden symmetrisch zu T'(¢R)

az-+b

z
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—> Bildgeraden parallel zu R.

T(2i) = —i/2 und T(—2i) = i/2.

T(K:1) = Gerade mit Im(z) = —-1/2  und
T(K3) = Gerade mit Im(z) = 1/2

T(o0) = 0 = Das AuBere der beiden Kreisscheiben geht in den
Streifen zwischen den beiden Geraden iiber.
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R\b

Losung Potentialproblem: Problem in der physikalischen Ebene:

A(®P) = 0 AuBerhalb der beiden Kreise,
®(z) =0 firlz —1i| =1,
d(z) =1 firlz+1i| = 1.

Problem in der Model-Ebene:

o far 71 w) < ¥
A(T) =0 fir 2<Im( )<2

U(w) =0 firlm(w) = —%,

U(w) =1 firlm(w) = %
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Damit entspricht ¥ dem elektrostatischen Potential zwischen zwei
parallelen Platten. Da die Daten auf den Geraden konstant sind,
wahlen wir den

Ansatz ¥ (u,v) = g(v).
Einsetzen in DGL ergibt: ¢"(v) =0 = g(v) = a + bv

Randdaten: g(—2) =0 und g(3) =1

N —

— a—%=0unda+%:1
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Das gesuchte Potential im physikalischen Raum erhalten wir durch
Riicktransformation:

B(z,y) = U(T(2) = 5+ Im (T(2)) =
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Fiir die Feldstarke gilt dann

E = —grad(®) = -®, —i®, = —grad (V(T'(2))1"(z). Also

E(z) = —grad ¥ (3) (;_21> = v <;_21> - <§>

Oder durch direktes Ableiten von ®:

, —2xy o — y2
E = —grad (®) = -0, —i®y = <(x2 + y2)2 ™ Z(xz i y2)2)'

—\—
LN
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Tipps zur Hausaufgabe:
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