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Dr. Hanna Peywand Kiani

Horsaaliibung 2 Komplexe Funktionen fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Komplexe Zahlenebene,
Elementare Funktionen, 1. Teil

Die ins Netz gestellten Kopien der Dateien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung
gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder
Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



‘w(l

[~

Sy
L

F N

rr

na U

.Cc_sl'ltk

/

P [’(O fgll'hp vin Sy Skt
-] E.HL\IL;\EVH

—

I:Ih‘nu. e

—

S

-

s SL&‘“

Ebene
3

"

LAN en”

O\

In

Q

QA

<

\a

?Mv-\ Lt LG..

-

N

)

@a

o]

(
(1

)v':

'H-. \-\

f":'

A A+ A

4
+

.
b

+ Y.<

K+

.

Y

41\

Yen )~

/ QO

4+ A

\
Q\

S\NA T

1)

\

Srmpo NonTun wWese

O\ =

rCJ" °n

A



Komplexe Zahlenebene

2€ C:z=ax+1y, x,y € R, ¢=imaginare Einheit
r=: Re (2), y=:Im(2)
Addition und Multiplikation im R? «— C

Addition: wie im R? komponentenweise

N

Geometrische Interpretation:

:
T

’f.'Z-—;EnLC
< = 241



Im R? gibt es keine Multiplikation v,w € R?, v x w € R?, nur
wo =< w,v>€ R, Av € R?, A e R?*?

In der komplexen Zahlenebene definiere:

(@ +ib)(x +1iy) := (g;gg—by) + ?(ay—l—bx) e C

Andererseits: (a + ib)(z + iy) = ax + tay + ibx + i°by

9 a k ' X Y _
= (0-/‘+/'-L)(‘D-/(+ M) = oo —t4 4 (op+g )1V

. \ { — —————————
Division: Mit der ©

2 = X 4 !y
Konjugiert komplexe Zahl: z := z — iy |
| __‘:_2: X 7-&7
Geometrisch : Spiegelung an der reellen (x)-Achse i
— N

21 2122 ‘

29 Z9 + 29 — :

DU @ 2.2 = ()(.‘.'ly)(xn\?/)
_ ><2——('i5)2 _ XZ—ILZ‘DL

:—:X?_+ :52 c R



Betrag / Modul: Abstand zu 0+ -0

— Lange des Ortsvektors = /x? + 9°.

P =ty = @iy —iy) = 22,

————

|21 — 22| = Abstand von z; und z5

Beispiele: Welche geometrische Gebilde werden beschrieben durch

(z=5)(2=5) =4, (2-5)(2-5)Z J2-5\" _y ¢y l2-s)=2
\./(Yu(l_‘b {\T:g R=2
|z +2+1] = 3, |12 ~-2-9 (=73 Wsas M=_z-t R=73

2 —2i] = |2~ 1] /



Polarkoordinaten: wie im R?: r = /22 + 12

T
4 X -
: ( - ) X4y T
x = rcos(p), y = rsin(p), / | A |
. 1 )
2= r(cos(p) +isin(p)) = ve'’
r = |z| = Abstand von z und Null
™ ¢ = Winkel zwischen Ortsvektor und
(G positiver x—Achse in mathematisch
oty positiver Richtung
= arg(z) = Argument von .

2z = x + 1y gegeben = Argument nur bis auf Vielfache von 27 bestimmt!

Es gilt: cos(¢) + i -sin(¢) = €.



Exponentialfunktion:
Wegen i* = (i?)? = (=1)? =1 gilt

Oty)‘“‘ _ k=1 sl g

und damit fiir alle y € R

X (iy)t X iy

T T
[=0 =0 __

exp(iy) =

y2k
“4ﬁ@m!

ce= ()

2 T
oot N
P T

y4k y4k—|—2 o y4k—|—1 ly4k—|—3
(4k)!  (4k + 2)!) " Z'Z_: ((4k k)| (4ot 3)!)

(

)+ 2 0‘”75«%—6:)!)

_S‘rl'j ()()

[ o
4 / _-_Coza[y)ﬂ_(ln(y) 6



Also erhalten wir fiir z = x + 1y

r = rcos(p), y =rsin(p), r= \/22+ 12
z=1r(cos(p) +1isin(p)) = re¥ = |z|e*¥
Argument von z = arg (z) = arg (re’?) = ¢ ?

Achtung: Argument nur bis auf Vielfache von 27 bestimmt, denn
e'¥ ist 2 periodisch!

re’¥ = pelle +2km) VkeZ



{arg z} oder |arg z| := Menge aller Argumente von z

arg (z) := Hauptwert von Argument z, festgelegt durch zusatzliche
Bedingung

i.d.R. p €| —m, 7 (Hauptwert)

arg (0) ist nicht definiert!



Beispiele:

A: Einheitskreis:
Kii={2z€C:z=re,r=1,¢p¢c [0, 2nm)}

={z€ C:z2=¢¥%, pe|0,2n)}
oder = {z€C:z2=¢e%, o€ (—m 7|} ?

B: Imaginare Einheit: [i| = [0-1+1-1¢| = m = A

Wie sieht 7 in Polarkoordinaten aus? - ’

wl
. L
1 = /{.Q.




C: Betrag ¢*: w=e = " p=c oL= ¢
/

———t———

g= wi=[e?] = [e=+] = |e7 - ] = |e7] o]

IR,

Wegen lezy‘ — ‘COS(y) —|—7,Sln(y) p— \/ C«PJLQ) + 5-',,42(_77_ = /

o7 | = ¥ = efe®)
Und, arg (€z) 7 2 : ‘ AA&
W= o _mm '] | oL
A = f@ X = %
]R‘} 1oL
e
o |
e‘/ - ¢,”X '

cos ly) £iSaty) = oS () 1 Sin ()

7:D<+2L<-TT

z,er“/ _ C><1.f(7 4 2len)
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Konjugiert komplexe Zahl polar:

_ (1% ~a - N4

Geometrisch : Spiegelung an der reellen (x)-Achse

Addition » 0
f@

(Corat ) 4 (e

2 — ¢+ z : Verschiebung um c = (%) 4+ (o aw)

Addition polar: 7

'j(éh’/ﬁrf'j f/ 5}4/)'(4;/c(4;owoj é*?—55ca/
kq/-lﬁcjrl:‘{c4
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Geometrische Interpretation der Multiplikation:
T

1. Fall: o € Rt, 2 := n¢9ec C -
L
2 az = arf® . Streckung (Stauchung) um Faktor a.
2. Fall: c = € C, z:=re¥ € C z
' e T .. Todi < =%C
e,'“.\fe.“g . e;m. A _ q(_&ou— P Z jg'_%)_\:%%
2z — cz = releta) . Drehung um Winkel a.

3.Fall: ¢c = ae™ € C, z:= re®? € C
2z — cz = arel?t) . Drehstreckung.

Betrage werden multipliziert. Argumente werden addiert.

12



Beispiel: Streifen unter affin linearer Funktion

D:={ze€C: |Im(z)] <4},

i

e —

~io

-1

3
TN

f(2)) =322+ 3
$,2) 2 5 STz 4
%
= L /1
;/ -2 // 2.
1~ %/
17
Y/
/ L) - £.3
_i,.f‘i / S
// z = 'gg(l)—'?’
D =E -3

13



Geometrische Interpretation der affin linearen Funktion

f(z)=cz+d

Drehstreckung + anschlieBender Verschiebung

Streckung ist in alle Richtungen gleich!

Unterschied zu linearen Abbildungen im R?:

1
zum Beispiel : v (8 g) v

Streckung um 1/2 in x—Richtung und um 3 in y—Richtung

( ’ZZ o < X ) ) >/, ) /’ﬂi>
- 3 y - =

L
:




1 1 0 1 1 1
=00 =2()=(0) 20)=0)
Winkel zwischen Urbildern = 7, [

Bei der komplexen Multiplikation ¢ - z wird nur gedreht und
gestreckt. Winkel bleiben erhalten!

Winkel zwischen Bildern =

e

Lineare Funktionen in C konnen viel weniger als lineare

Funktionen in R? / /\/

Zur Erinnerung: Differenzierbarkeit= hinreichend gute Approxi-
mierbarkeit durch lineare Funktionen

Differenzierbarkeit in C : viel mehr als Differezierbarkeit im R?!

15



Lokal: f(z) =: u(z,y) + iv(z,y) ~ az +b
mezs (1) = (U00) = sje

Drehstreckung im R? : (C;) — A - (Zj) mit

4 = (Keoslah g keim(o))

Spater: Diffbarkeit in C :
Uyl

(Cauchy-Riemannsche DGL'n).

(

Uy
Ux

Uy
Uy

16



Beispiel fiir eine Lineare Funktion: Die halbe Kreisscheibe
e

J

K:={ze€C: |z—2—-1i]<3,Re(z) > 2}

soll auf die obere Halfte des Inneren des Einheitskreises (|z]| < 1)

transformiert werden. Wie geht das?
M= 2«1 R=3

\/(‘(LJ.LS

\2’ - (Z*;) \43 jnnc/.; c./c.'S K”LA;QS

A n
() Az =2
foc) -t
T
o~ ‘{"‘i
€ Z

} i3 )
z __Ze (2 +¢
« b) ) 17



Die Funktion f: D — C, w= f(2) := 27!

Punktrechnung — wieder einfacher in Polarkoordinaten.

Beispiel 1: Bild von punktierter Kreisscheibe mit Radius 2 um
den Ursprung ?;\
D:={2eC:0<|z| <2} \J!j

_: if_.a/r'




Beispiel 2: Bild des Sektors

D:={zeC:z=re?:¢elf,Z[,rcR"} "
2 e L J;g'“’ wic slbtn /Z
y \/~7/¢
Y-Q(QIOAD =) "_\:; c (OJOU) \
. T T Ik -7 l”% \Q
ye (2. 3) — —ve -57) ML
Beispiel 3: =Y
D = das Innere eines Kreises mit Radius 2 um zg = 2 ohne Null.
2 - 242e'" ¢c [ozm)
D = [2-z| == lel” - e J_%“
= —_— / —
Grwre  |E-m0 = (2-2)(E-2) = 8
[
> (2-2) (7 -2)= 22212224 =1 ws A we?
Ho\(:._ \B(UL(‘\ btmj (2_2'— ___2_?-: _ QZ____ o S'uc[u, U\// f/S{‘}'E(_ é QL-«v- h
’FL“/ ‘ _L-Lﬂlé_l%j:ca CWW W~ Aus;{;tk 19
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N2y = 2w =0

N— 2(Wtw ) = 9

&

U3

2R (W)

My

Y

é;-:-)

Nl — b Kc.(w) = O
Re(w) = "4
- —
dr, =F(2)




Natiirliche Potenzen/Wurzeln

z =re'¥ = 2" = r'e'¥

Umkehrung: fe;”" _w= Yz = ren? VORSICHT!
@w(:(@jbé()+i$'h(o!;75 Ca;(—i?-).ffsin(%)

Beispiel 1:
w:%<:>w2:i:ei%

: ! T
w? = p?- e = 1%. % —5 p=

Anschaulich: w liegt auf dem Einheitskreis und wenn man den Winkel zu w verdoppelt landet
man in 2.

% Il | .
Q "e’{ = Cfl =S (j.o() 4—(5“”(10() - Cgs(.‘_g)_f_’(__s‘fn(-i—_—)
(0 - o
) XK= Zizkm =) K= < 4 km <Z
2.. 73 [
T
. . P
Zwei verschiedene Punkte der komplexen Zahlenebene. Ve T P
I N —
W S 20



Allgemein: nc N, z=re"? w:=zn

1 h_j}:(zw a//c Vi-—%m

N(AIE;L/»-; axs E
A, ' g
- ! 1) ;@ 2= (v
4 oy A
n Al W 2 LA NPVEN ) '| =r 7 CIC/J)‘;;
\f:W:\z\ K W ::j’é'_jo{ :Lz_._._rc,\? (
1 1§
¢ =< f=> No= 4 2k
o = X, 2k \
'D | an

w:|z|ﬁei(ﬁ+7) k=0,1,2,--- ,n—1

n paarweise verschiedene Punkte der C— Ebene

Hauptwert :

- < ¢ < T, o \z\%ei(%)

A 1
2 /7"

2.8 n=2 2% . |2| .
Dev  Hovptuorerl o 2waten Warzd /:'LJ,LO,(:, o o
o o 7o chfen Hallb hen <
Vg = 2 aicht 12 and widf 2

) I
2

5
e I“'Z'f‘;_‘[
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Beispiel 2: Gesucht alle Losungen von
fpuh[n‘/cc}:nu‘q:) K SCA/C‘;EL- A~ (A FEJ/Q/'

1 V3\ . [ 1 V3
T — | =2 4+;X=21 .81
<2+z2>z <2+22>8

( (g/g /\Pr_o:;rt.haé/“# /{>

cos(%)+i sin(%) cos(4)+i sin(4F)
(n
T | ior ¢ ’ 4 1z
63 :8163 < 7z :8163
24 = |2]"= 81 & 2| = 3 beachte  [2Y-81.|<7)
F A

§ 27T T 4T o7
{arg( )}_{12 12 471_2_|_Z71_2—|_Z7...

Vier verschiedene Punkte der komplexen Zahlenebene.

PREY camn
/ o "y @ a9 ( 2“) . ka9 (R)
e R —> -1 p 2k
= "\ \ 3
i —) ay (2) = ni 2_&'_:{
f ¥ “%if j .y Y

22



Beispiel 3: Der Keil N &chste HU
. 27 T
{ZGC‘ z=re? re(0,00), —5 < ¢ < —§}

soll auf die obere linke Viertelebene {z € C: Re(z) < 0,Im (2) > 0}
abbildet werden.

Offnungswinkel Urbild: g und Offnungswinkel Bild: g also hoch 2

23



Der Offnungswinkel stimmt jetzt.
Es muss nur noch um —3 (4+2km)
gedreht werden, also zum Bei
spiel

flz) =2 fz) =€

3
2

VB
NS

Z

—12

5
7777777777777777
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