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Klausurberatung Differentialgleichungen |l fiir Studierende
der Ingenieurwissenschaften

Die ins Netz gestellten Unterlagen sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleich-
tern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen
unvollstandig und moglicherweise irrefiihrend!

Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veran-
staltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt nicht!

Die Aufzihlung wichtiger Themen bedeutet NICHT den Ausschluss anderer Themen fiir die
Klausur.

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Absolut notwendige Techniken

e Einfache gewohnliche DGL losen, zum Beispiel
— Separierbare (vgl. z. B. Charakteristiken Methode)

— Lineare mit konstanten Koeffizienten (vgl. z. B. Warmeleitungsgleichung)

y(t) + ay(t) = pa(t) - e, pr, Polynom n-ten Gerades

—at

yn(t) = e

Ansatz: y,(t) = vy(t)e™* oder,
vorausgesetzt —a # p: yp(t) = (do + dit + dot? + ... + d,t") - et

y(t) = yn(t) + yp(t)

~ liber Anfangswert bestimmen!



Ganz einfache Integrale, partielle Integration

Zum Beispiel fiir d'Alembert, Fourierkoeffizienten, Charakteristiken
Fourier-Koeffizienten berechnen (Blatter 5 und 6)
polar < — — — > kartesisch (Blatt 4)

Determinante/Eigenwerte von 2x2 Matrizen (Blatt 4)



Blatt 1:

P1: Losungen Eigenwertaufgabe v/ = Ay, y(0) = y(L) =0 W 2 %{?r
/o~ /r_eunj
P2: Fourier-Reihen W bzens
H1: Leibnizregel fiir die Ableitung von Integralen er bz euy %J/
\/ov /e,5 uﬂj

H2: Verkehrsmodel, Kontinuitatsgleichung, Transpotgleichung u; — cu, = 0
}\75* hy ahHon

?



Blatt 2:
P1, P2, H1: Charakteristiken-Methode, AWA: Y € IR

X X
nuy + alx, t,u)u, = bz, t,u)

T

P3: Alte Klausuraufgabe, Verstandnisfrage zu Charakteristiken. <« x

H2: Charakteristiken-Methode, Viertelebene.

Q/ u



Blatt 3:

P1: Erhaltungsgleichung, Charakteristiken fiir

uy + (u+ 1)%u, = 0, u(x,0) stetig. ge b b “
P2: Burgers Gleichung: zwei Verdiinnungswellen, zwei StoBwellen XX 5
H1la: Burgers Gleichung: Verstandnisfrage zu Burgers Gleichung. =
H1b: Sprungbedingung fiir u; + (f(u)), =0, f(u) # “72 < XX
H2a) Verdiinnungswellen und StoBwelle. v tuoy < R
< Mur bis V‘/Junnqu' QU'F
W4 @) = {n stof o {Gh
S Nk die tKar"
H2b: Burgers Gleichung: Irreversibiltit mittels Zeichnen der Charakteristiken
feststellen. <z XX



H3: Verkehrsmodell, nicht konvexe Flussfunktion.

H3a: Kontinuitatsgleichung aufstellen &
H3b: Sind die Charakteristiken Geraden? X 5
H3c: Charakteristiken skizzieren L A

H3d: Entropiebedingung Z



Blatt 4:

P1: Transformation auf Diagonalform und Typ bestimmen nich? J‘UIZL
(parabolisch, elliptisch, hyperbolisch) ber guentacll
m Wise

P2a) Harmonische Funktionen.
P2b) Rotationssymmetrische Losung der Laplace-Gleichung auf Ring,,; 4+ j¢/2£

P2c) Mittelwerteigenschaft. aber gvendacll
e W"Sf‘
H1) Entropielosung fiir u; + (f(u)), =0, f(u) # “72 S X

StoB- und Verdiinnungswelle.

VH'cA# \)C#ZI'
H2a) Typ (parabolisch, elliptisch, hyperbolisch) bestimmen. o . ,, . tucll

i Wise

H2¢) us(z,t) — upr(z,t) = 0 = wuy(kx, k*t) — u(kx, k*t) . = 0. &



Blatt 5:
Pla) ARWA Warmeleitung, homogenisieren der Randdaten XA K

PAb) ARWA Wirmeleitung, inhomogene DGI, homogene Randdaten %X
—— geschlossene Losungsdarstellung — Koeffizientenvergleich oder Fourier-

Koeffizienten. e
///

Hla) ARWA Warmeleitung (¢ = 4), homogene Randdaten XL
— geschlossene Losungsdarstellung — Fourier-Koeffizienten.

H1b) ARWA Warmeleitung, homogenisieren der Randdaten AN

— Inhomogene Aufgabe mit homogenen Randdaten

— in zwei Aufgaben aufspalten: hom. DGL + inhom. Anfangswerte und in-
hom. DGL + homogene Anfangswerte.

Lief hier auf Koeffizientenvergleich hinaus.

H2) Warmeleitung,Herleitung Losungsansatz fiir Neumann-Randbedingungen

%



Blatt 6:
Pla) ARWA Wellengleichung, geschlossene Losungsformel, Hier Fourier fiir

u(x,0) und Koeffizientenvergleich fiir u;(z,0). <KX
P1b) ARWA Wellengleichung, homogenisieren der Randdaten. M %%
P2) Laplace-Gleichung auf Rechteck: Eckdaten auf Null setzen &

H1) AWA Wellengleichung, inhomogen, Ansatz fir Lésung der inhomogenen

Differentialgleichunggegeben / L
Homogene Differentialgleichung: d Alembert //////// nicht e

bev wan}%/

Zusammensetzen.

m o Wise
H2) ARWA Wellengleichung, homogenisieren der Randdaten. Danach geschlos-
sene Losungsformel verwenden. Fourier/Koeffizientenvergleich. MK

H3b: Laplace-Gleichung auf Rechteck, nicht jcflzé
Randwerte auf einer Kante # 0 wber quentacll im s,

In der Klausur: direkt die in VorIesung/HU erarbeiteten Losungsformeln
verwenden!
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Zusammenstellung einiger (nicht aller) geschlossener Losungsformeln
(ohne Gewahr, bitte vor der Klausur mit Vorlesung/Formelsammlung abglei-
chen!)

Wellengleichung:
A) AWA, homogen:
Ut — Clge = 0, 4(x,0) = f(2), U(x,0) = g(x), x €R, ¢ >0

x+ct
f(zx+ct)+ f(x —ct)] + %/ g(a) da

C —ct

DO |

u(x,t) =

B) AWA, inhomogen:
Ut — gy = h(x,t), u(z,0) = f(z), u(z,0) = g(x), z €R, ¢ >0

u(z,t) =u+u o wie in A)
1 t x—c(s—t)
u(x,t) = — / / h(w,s)dwds
2c 0 Jax+tc(s—t)
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B) ARWA, homogene Differentialgleichung, homogene Randwerte:

Ut — CUyy = 0, re(0,L),t>0,¢c>0
u(2,0) = uo(x),  u(,0) = wo(a) (0,L)
u(0,t) =0 u(L,t) =0 t>0 w::%

Z | A cos (ckwt) + By sin (ckwt)] sin (kwx)
k=1
Eventuell Koeffizientenvergleich

u(x,0) = Z Ay, sin (kwz) = uo(x)
k=1

o0

us(x,0) = Z ckw - By, sin (kwz) = wo(x)
k=1

moglich. Sonst:

12



2 [* 2 [
A = Z/o uo(a) sin(kwa) da, By = e wo () sin(kwa) da

L 2 [*
bzw. By, = —b;, mit b, = — / wo(a) sin(kwa) da,
ckm L J,



C) Inhomogene Differentialgleichung, homogene Randdaten
Uyp — CPUpy = h(x,1) c>0,z€(0,L),t>0

D) ARWA, inhomogene Randwerte:

Uy — CUgze = h(x, 1), re(0,L),t>0
u(x,0) = up(x), us(x,0) = vo(x) x € (0,L)
u(0,t) = f(t) u(L,t) = g(t) t>0

Randwerte homogenisieren

w(x,t) = u(z,t) — f(t) — +(g(t) — (1))

ergibt neue Aufgabe fiir w mit homogenen Randwerten.
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Warmeleitungsgleichung
Zusammenstellung geschlossener Lésungsformeln (ohne Gewahr, bitte vor
der Klausur mit Vorlesung/Formelsammlung abgleichen!)

I) Warmeleitungsgleichung, ARWA, homogen, homogene Randwerte

U — ClUgy = 0 c>0,ze(0,L),t>0
u(z,0) = uo(z) z € [0, L],
u(0,t) = 0 t >0,
u(L,t) =0 t >0,
u(z,t) = Z ake_cw2k2t sin(kwx) w = %
k=1
> |
u(x,0) = Z ay sin(kwzx) = ug(x) evtl. Koeffizientenvergleich
k=1

2 [P ,
ap = 7 / uo(af;) sm(kwx) dx falls Koeff'nvergleich nicht moglich
a
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I1) Warmeleitungsgleichung, ARWA, inhomogen, homogene Randwerte:

Up — CUgzy = h(x,1), re (0,L),t>0

u(x,0) = up(x), xz € (0,L)
u(0,t) =0 u(L,t) =0 t>0

Entweder: zerlegen wie in HU5

~

Ut — ClUgy = 0 0<t,0<x<L,
u(x,0) = up(x) 0<z<L,
w(0,t) = u(L,t) =0 t > 0.

Also Typ I) und
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Uy — Clgy = h(x,t) 0<t,0O<x<lL,

u(x,0) =0 0<zxz<L,
u(0,t) =u(L,t) =0 t > 0.
N - . ™
u(x,t) = a(t) sin(kwx) W=7
k=1
— ck*n?, . | . .
DGL: Z (ax(t) + ag(t) 72 )sin(kwz) = h(z,t) evtl. Koeffizientenvergleich
k=1
day(t k2m?
GZ;t( )(t) + ax(t) ¢ L;T = ck(t), ax(0)=0 falls Koeff'nvergleich nicht moglich
2 L
ci(t) = T / h(x,t) sin(kwz)dz gewohnliche Dgl's fiir die ay
0

und dann summieren: ©u = 4 + u

17



oder: direkt

U — ClUze = h(x,1), re (0,L),t>0
u(z,0) =uo(z),  z€(0,L)
u(0,t) =0 u(L,t) =0 t>0

u(x, t) = ,; ax(t) sin(kwx) W= %
da;(t) (t) + ar(t) Ckz;r - cu(t),  ar(0) = by
ci(t) = % /0 h(x,t) sin(kwx)dx

2 [t .
br, = T /0 uo(x) sin(kwz)dx
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I11) Warmeleitungsgleichung, ARWA, inhomogene Randwerte:

Up — CUgze = h(x, 1), re(0,L),t>0
u(x,0) = up(x), x € (0,L)
u(0,t) = f(t) u(L,t) = g(t) t>0

Randwerte homogenisieren

v(z,t) = u(z,t) — () — +(g(t) — (1))

ergibt neue Aufgabe fiir v mit homogenen Randwerten.

Falls neue Dgl. homogen : Fall I).
Falls neue Dgl. inhomogen : Fall II).
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Charakteristikenmethode

u(x,t) + a(x,t,u) ug(z,t) = blx,t,u).

Hilfsproblem :
Us+a-U,+b-U, =0
dt dx du
—_— = ]_ _— = _— =
dS dS a(ﬂf,t,U), dS b(ﬂf,t,’U;)
oder (mit ¢ als Parameter)
dx du
i a(x,t,u), i b(z,t,u).

Losen /Integrieren liefert Cy(x,t,u), Co(x, t,u)
Setze (5 = f(Cl)

und besimme f mit Hilfe der Anfangsbedingung

20



Burgers und ahnliche Gleichungen, Verdiinnungs- und StoBwellen

dx du

E — f,<u>7 E = 0. (3)

Charakteristikensteigung hangt nur von u ab
u ist konstant auf Charakteristik
Charakteristiken sind Geraden.

Oft sind Skizzen hilfreich

Fiir (Riemann Problem)

<
us + (f(u))z = 0, (f streng konvex), u(x,0) = {ul r=
Uy r > X

21



Entropielosung:

e Im Fall u; > wu, : StoBfront (Unstetigkeitskurve) s(t) mit:

Rankine- Hugoniot- Sprungbedingung:

L’ U - 4O
o Wer = ©
s(p) = L) = Sur) _ U] o5
Uy — Uy [u] U\H — UWLl
LTS .
Y 4 P Ug = %r
A &
u(x,t) = L z < s(t), W — 4y 1 Ug - e
Uy x> s(t). . o
s(t) = 12 -°
Ao-o0
e Im Fall u; < u,: Verdiinnungswelle. Mit g = (f’)~! .
S
(ul 33§370‘|‘f/(ul)'t7
Xr — -CUO / /
u(a,t) = | g( ; > w0+ fw) -t <@ <o fluy) -t
U © > w0+ f'ur) - t.

22
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Klausurberatung Komplexe Funktionen fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Die ins Netz gestellten Unterlagen sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleich-
tern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen
unvollstandig.

Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veran-
staltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Die Aufzihlung wichtiger Themen bedeutet NICHT den Ausschluss anderer Themen fiir die
Klausur.

Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Blatt 1: (Keine Hausaufgaben)

P1, P2: polar «+— kartesisch, Punkte markieren.

P3: Geometrische Bedeutung von Betrag, konjugiert,
Beschreibung von Kreisen/Abstanden.

l%—-%_a\;-_-:r‘ Wv'c(»,}’l':, {&r
1?11_(]‘ 2\%\ = 3 Lguf{.,\{'___ /?c,fl)dﬂ
Mqu.ms

Resi Jucnsatz

P4: Beschreibung von Streifen, Ringen, Sektoren mit Formeln.

W &

W &



Blatt 2:

Geometrische Bedeutung von Multiplikation, Addition, Potenzen,
Exponentialfunktionen (2",1/z,exp), Losen von Gleichungen

P1: Bilder von Rechtecken, Ringteilen, Geradenstiicken unter oben genannten
Funktionen X

P2 und H1: Gleichungen mit oben genannten Funktionen losen. <. w2

H2: Alternative Kreisbeschreibung 2z — ¢z — ¢z + cc = R?. @

H3) a-b) Bilder von Strahl, Gerade, Kreis unter 1/z. Vorbevarbuny

Mob us

H3) c) Nachweis Kreis —25 Kreis imzwischen klar /@(
derch  M&E biws

=



Blatt 3:

P1) Exponentialfunktion:
P1) a) Gleichung |6sen.
P1) b) Bild von Rechteck. >< <K

P2) (Hauptzweig der) Logarithmusfunktion:
P1) a) Bild von Teil eines Rings. << K
P1) b-c) Eigenschaften nachweisen, Fehler in Rechnung finden. ¢

H1) Streifen auf vorgegebenen Sektor abbilden, wt, Multiplikation

(Drehen + skalieren), Potenzieren (Sektorwinkel anpassen), exp
F uns D Wc‘/‘Jow Je,Jc..éch

f@) wrd gesoet

H2) Keil unter vorgegebenem f (Kombi aus In, Multiplizieren, et

Potenzieren, Addieren) abbilden. 4.

,{/&MS"\”Q“[\j abe




Blatt 4:

P1: Standard Mobius-Transformation, 1" gegeben. Alte Klausuraufgabe. xx«

nf'Cllé\/‘U(ElL

Eigenschaften Mobius-Transf.: Was geht und was nicht.
gy(,n-,lm/f e W-.Je

P2) a) Drei Punktepaare gegeben. Mobius-Transformationsvorschrift finden,

T(Z) =2 2.3. 7 (-t) = 2 b Y X K
h —~ (i) =0 T c&:c\
—7/ (2i>: /’/"{ Io ¢ ci _ ?

o =

P2) b) Kreisymmetrie nutzen & m( JD &
eisymmetrie nutzen. \j \_ |

—-A(T) = - W

T ()= ¢

H1) T gegeben. Bilder von Mengen bestimmen.

— —  — XXX

H2) Potentialproblem (Hyperbel, Ellipse auf strahlen/Kreise)/Joukowski  &f



Blatt 5:

P1) a) Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen Kartesisch. sut b
Lleine

/gu/jqz,z.

ci/“e' )

P1) b) (Konjugiert) Harmonische Funktionen.

W is<
Teil iii) in z umschreiben.
P2) Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen polar
H1) a-c) Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen,
d) Winkeltreue/ Winkel zwischen Tangenten an Kurven. %

H2) Ebene Potentialprobleme, konforme Abbildung, Gebiet auBerhalb zweier
Kreise auf Ringgebiet. &



Blatt 6:

XA el schen evenfucl!
P1: CIS, CIF Re siducn sat 2
AL )[O-CAM/
P2: Konvergenzbereich Taylor-Reihe, Vorberidun g [z Laavent - Rerher
H1) a) Kurvenintegrale direkt oder mit Sta unktion w Waac  Avbyebc
H1) b) CIS, CIF
inzwischen: Residuensatz verwenden % % %

H2a) i) e* =i lésen +CIS) __ /[ % o aly)
2 Pa\*—'bv\cm

i) Maximumprinzip '~
&

H2b) Verschiedene Werte, die das Integral einer Funktion entlang  xxx

m[mA geschlossener Kurve annehmen kann.

Unt P @) =4 ,-1 @')E(z) dt = 2w [ Res 1((1)./1 4+ R (G (“‘]
.
| I

AU Ty ‘

S wnaige (selerte

53.’,\};,.{&%_# iten Ve 2 # (= aa.,[ r



,g(?:) e
PARIEES

Blatt 7:

P1) Isolierte Singularitaten, Klassifikation, Residuen. >EXX

—_—

P2) Integrale iiber Residuensatz > X %

P3) Laurentreihe im richtigen Ring: zq #£ 0, Potenzen von z — zg abspalten,
Rest entwickeln ohne PBZ. /L\

(% —'%o 2: 2
H1) IsoIier.t_e Si.ngularit'eit.en, | 3“‘:“&25;1%5% Ring
Klassifikation mit Hilfe von (Taylor-)Reihen PBZ @

-_— N

Le RLM

H2)a) Berechnung von Laurent-Reihe im richtigen Ring mit Cosinus—Reihe.@
X

W‘L J;L/L (f’((}f\m/ /A [,\!c/(fﬂrm g(o\j«q

H2)a) Berechnung von Laurent-Reihe im richtigen Ring mit PBZ und 2 =0

2-2 _ RVJ‘EQE" Rw f(%2) — —
Gt (2-20)  2-2. | "= {%:_ Res $020 - &2 223 \ = 2 -
A > t=2, €n-22

H3) Alte Klausuraufgabe,
Isolierte Singularitaten, Klassifikation,

Residuen, PBZ,
Laurent- Reihe im richtigen Ring. X AR

:Z’z.-,alc vale
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