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Komplexe Funktionen

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 3

Mobius-Transformationen:

Kreissymmetrie
Fiir zwei Punkte z; und 2o, die zum Kreis
K={2e€C||z— 2| =R}

mit Radius R und Mittelpunkt 2z, symmetrisch liegen gilt:

a) Ein Punkt z; mit |23 — 20| < R ist symmetrisch zu genau einem Punkt 2z,

b) Gilt |23 — 29| = R fiir einen Punkt 2z, so ist er zu sich selbst symmtrisch, d.h.
es gilt z; = 29.

c) 21 = zp ist symmetrisch zu zy = oco.

d) Es gllt (Zl — ,2’0)(22 — 20) = R2 .
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Aufgabe 9:

a) Fir die Kreise K1 = {z € C | |z — 3i| = 2} und
Ky = {z € C||z+3i| = 2} berechne man die Punkte z; und zy, die symmetrisch
zu beiden Kreisen liegen.

b) Man gebe eine Mébius-Transformation 7' an, mit:

T(ivV5) =0, T(—=iv5) =00 und T(i)=1.

¢) Zur imaginiren Achse und den Kreisen K; und K3 bestimme man die (verall-
gemeinerten) Bildkreise unter T, gegebenenfalls mit ihren Radien.

Losung

a) Die Symmetriebedingung zu K
4

o . — . — 22 — — _ .
(21 — 3i) (29 + 3i) = I —r 3i

eingesetzt in die Symmetriebedingung zu K, ergibt

22:(21+3Z->(52_3¢):(zl+3z')( 43,—3@—3@) =

Z1 — Ol

4(z1 — 3i) = (21 + 30) (4 — 6i(z1 — 3i))
= 4z + 120 — 6i(21 + 3i) (21 — 3i)
= —24i=—6i(2? +9) = 2 = +iV/b

4
+iv/5 — 3i
2z —iV5
z+iV5
i—1iV5 _1++6

= k

=
i +iv5 1-v5

= 2o = —3’i::|:’i\/g:>22221:—21::|:7;\/g

b) Mit T'(z) =k sind die Bedingungen 7'(z1) = 0 und 7'(23) = oo erfiillt.

1+V6 z—iVE
1—vV5 z+iV5

1=T0\)=k T(2)
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c¢) Das Bild der imaginédren Achse (z = iy) ist die reelle Achse, denn

1++5 iy—iv5

T(iy) = . ceR.
W =TT s ive
g IR \\\x yd B /(\ N
\ // \\\
/ /// ! \
N - | N |
1 2 \( 6 4 2 \\\//’ 2 4 6 /
- Z\'n\_\\\y ‘\\\\ ok
r\ “ | \\ 4 ///,/
«\:n N ) . ///
Bild 9: K, und K5 mit z; und 2 T(K;)und T(Ks)

Nach a) liegen z; und z; symmetrisch zu K7 und K5 und nicht auf K; und
K. Also sind auch T'(z1) = 0 und T'(z2) = oo symmetrisch zu den Bildkreisen
T(K;) und T(K>3). Damit miissen 7'(K;) und T'(K3) Kreise um den Ursprung
sein.

Radien RLQ von Kl’zi

1+vV5 —i—iVv5h
1—vV5 —i+iVh

i€ Ky = Ry=|T(—i)| = :(iﬁ) e
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Differentialrechnung im Komplexen:

Gegeben sei die Funktion f: C — C mit z = x + iy und f(2) = u(x,y) + iv(z,y).

Sind die Funktionen u und v stetig partiell differenzierbar in einer (offenen) Um-
gebung von zy = o + iy, so werden die folgenden partiellen Ableitungen fiir f
erklart:

Je(20) = fo(T0,90) = ue(0, Yo)+1ve (20, 0),  fy(20) = fy(20, o) = wy (w0, Yo)+ivy(zo, Yo)-

Aufgabe 10:

Fir f: C — C mit f(z) = 2? berechne man

a) A= —(fs(20) —ify(20)) und

N — N

b) B := = (fs(20) +ify(20))-

Man vergleiche die Ergebnisse mit den Ableitungen von f(z,z) = 2% nach den un-
abhangigen Variablen z und z, also mit

of  of

FEREE
Dabei sollen die bekannten Ableitungsregeln aus dem Reellen rein formal tibertragen
werden.

Losung
f besitzt folgende Zerlegung in Real- und Imaginérteil

f(20) = 25 = (w0 +iyo)* = 5 — y5 +12x0y0 = f(%0,%0) -
Man erhalt

fe(20) = fu(T0,90) = 220 + 1200,  fy(20) = fy(20,y0) = —2y0 + 1220

1 . 1 ) . ) )
a) A= B (fa(20) — ny(Zo)) = B (20 + 2yo — i(—2yo + 1220)) = 220+ 12yo = 229

0
Durch rein formales Differenzieren wie im Reellen erhélt man —f(zo) =2zp.

0z

b) B =3 (fulzo) + ify(20)) = 3 (20 + 230 +i(~2up + i220)) = 0

0
Durch rein formales Differenzieren wie im Reellen erhalt man —f(z[)) =0.

0z
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Holomorphe Funktionen

Eine Abbildung f: D C C — C heiit holomorph, wenn sie in jedem Punkt z, des
Gebietes D komplex differenzierbar ist, d.h. es existiert

fen) i L) =T

220 Z — 20
Eigenschaften:

a) f =wu+ivistin zg € D genau dann komplex differenzierbar, wenn die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen gelten

() =(e) = (u) =)

und f = (u,v)T total differenzierbar ist.

b) f=wu+ivistin zyg € D genau dann komplex differenzierbar, wenn

0
U ey =0

gilt und f = (u,v)” total differenzierbar ist.
c) Ist f(z) reellwertig und holomorph auf D, dann ist f konstant.

d) Fiir holomorphe Funktionen gelten die bekannten Differentiationsregeln.

e) Polynome, Potenzreihen, rationale Funktionen, trigonometrische Funktionen
und Exponentialfunktion sind in ihrem Definitions- bzw. Konvergenzbereich
holomorph.

f) Fir holomorphe Funktionen f = u +iv gilt:  Awu =0 und Av = 0.
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Aufgabe 11:

a) Man tberpriife, ob

(i) f(z) = z-Im(z) holomorph ist,
(ii) g(2) =224 22+ 4i-Im(z) — 3i holomorph ist,

(iii) wu(x,y) = 2* — 3vy* — 62y — 32> harmonisch ist.
b) Man zeige, dass
u(z,y) = 40> — 4y* — 120 +9

harmonisch ist und konstruiere eine zu w konjugiert harmonische Funktion
v(x,y), d.h. eine Funktion v, fiir die die Funktion
f(z) =u(z,y) + iv(x,y) mit z = x + iy holomorph wird.

Losung:

a i z)=z-Im(z) = (x+1 = xy +i v®
) (1) f(2) (2) = (z +iy)y (y) ?i)
=u(x,y =v(z,y

Wegen u, =y # 2y = v, sind die Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen nicht erfiillt und f ist nicht holomorph.
(i) Mit z = x + iy ergibt sich:
g(z) = 2z+2z+ 4ilmz — 3i
= 2z +y) + 2(x —iy) + diy — 3i = 4o +i(dy — 3)

Da Re g(z) = 4z =: u(z,y) und

Im g(2) = 4y — 3 =: v(z,y) stetig partiell differenzierbar sind und die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillen

Uy =4 =vy, v,=0=—u,

ist g holomorph.
(iii)  Au(z,y) = (2° - 3zy® — 62y — 32°)4y + (2° — 329* — 62y — 327),,
= 6r—6—6x=—6
Damit ist u nicht harmonisch.

b) Au = (4a® —4y* — 122+ 9),, + (42? — 4y* — 1224+ 9),, =8 —8 =0
Damit f(z) = wu(z,y) + w(z,y) holomorph in C ist, miissen die Cauchy-
Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt sein:

vy=u, =8r—12 = v=_8zry—12y+c(x)
vy =8y +(z) = —uy = —(=8y)
= dx)=0 = clx)=ceR

Da v(z,y) = 8zy — 12y + ¢ (und auch u) stetig partiell differenzierbar ist, ist
f holomorph in C und v eine (die) konjugiert harmonische Funktion zu u.

Bemerkung:
Fiir f(z) = (22 — 3)? und ¢ = 0 ergibt sich u(z,y) = Ref und v(x,y) = Imf.
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konforme Abbildungen

Ist f: D C C — C holomorph im Gebiet D mit f'(z) # 0 fir alle z € D, dann wird
f konform genannt.

Eigenschaften

a) Schneiden sich im Punkt zy zwei Kurve ¢; und ¢, so bleiben unter w = f(2)
Schnittwinkel erhalten, d.h., mit zy = ¢;(t1) = ca2(t2) und d;(t) := f(¢;(t)) gilt:

¥ = Z(CQ(fQ), Cl(tl)) = argc'g(tQ) — arg Cl<t1) = 7= l(dg(fg), dl(t1)> .
Diese Eigenschaft wird als winkeltreu bezeichnet.

b) Fiir alle von z, ausgehende Richtungen gibt |f'(zp)| den gemeinsamen Verzer-
rungsfaktor an, denn es gilt die Kettenregel:

d(t) = f'(c(t)) - (1)

Insbesondere bleiben lokal die Langenverhaltnisse erhalten.

Aufgabe 12:
Gegeben seien die Kurven ¢ (t) =t fiir ¢t > 0 und cp(t) = 4e™ fiir —w <t < 7.
a) Man skizziere die Kurven ¢; und ¢, in der z-Ebene und bestimme ihren Schnitt-
punkt mit Schnittwinkel.

b) In welche Bildkurven der w-Ebene gehen ¢; und ¢y unter dem Hauptwert von
w = +/z Uiber? Man iiberpriife, ob im Schnittpunkt der Bildkurven der Winkel
und das lokale Langenverhaltnis erhalten bleiben.
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Losung:
Der Hauptwert der Wurzelfunktion fiir z = re® ist festgelegt durch

w=+/2:=re¥? mit —r1<p<m

a) ci(t) =t fiir t > 0: positive reelle Achse
co(t) = 4 fir —m <t < m:
Kreis vom Radius r = 4 ohne den Punkt z = —4.

Schnittpunkt z; von ¢; und ¢:  ¢1(4) =4 = 2z, = 2 (0)

Bild 12 a): ¢ (t), co(t) und Schnittpunkt z; = 4 in der z-Ebene
Ableitungen der Kurven in den Schnittpunkten:
Gt)=1= ¢(4) =1=1€" und
Co(t) = die® = ¢ (0) = 4i = 4e'™/?
Schnittwinkel:
7= 4(¢2(0),61(4)) = arg &, (0) — arg ¢, (4)

:arg(4i)—arg1:g—0:g

b) Fiir die Bildkurven erhélt man:
dy(t) := \/ci(t) = v/t mit t > 0:  positive reelle Achse
do(t) := \/co(t) = 2e/? fiir —m <t < m:

Halbkreis vom Radius 7 = 2 in der rechten Halbebene (ohne die Punkte w =
+2i).

Schnittpunkt:  d;(4) =2 = dy (0)
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Bild 12 b): d;(t), do(t) und Schnittpunkt w, = \/z; = 2 in der w-Ebene
Ableitungen der Bildkurven in den Schnittpunkten:
d(t) — 2%/% = dy(4) = :11 _ }lei'o und
dy(t) = ie™? = dy (0) =i = e"/?
Schnittwinkel:
5= £ (d2 (0),d1(4)) = arg s (0) — arg dy (4)

T T
— ) — 1/4=2—_0="2
arg(i) —arg1/4 =2 —0= 7
5 (0 4i ' dy (0
lokales Langenverhaltnis: ’CZ )| = M =4 = il = | 2( )|
(@) (1 11/4]  |di(4)]

Bemerkung:
Der Streckungsfaktor f'(c(t)), der in

: d .
d(t) = — (f(c())) = ['(e(8))é(?)
steckt, kiirzt sich im Schnittpunkt heraus.
Der Schnittwinkel und das lokale Langenverhéltnis bleiben erhalten, da die
1
Kurven im Holomorphiegebiet von 4/z verlaufen und dort f'(z) = NG # 0
z
gilt.



