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Komplexe Funktionen

fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften
Blatt 6 : Prisenzaufgaben

Aufgabe 1:

a) Wie viele verschiedene Laurent-Reihen gibt es fiir die folgenden Funktionen zu den
jeweils angegebenen Entwicklungspunkten 2z, ?

22— 17
i) fi(z) = ma 20 =0,
(ii) f2(2) = cos(z#) 20=0.

b) Klassifizieren Sie die isolierten Singularitéten der Funktionen aus Teil a) und be-
rechnen Sie die zugehorigen Residuen.

¢) Geben Sie die Partialbruchzerlegung von f; an.
Losungsskizze zur Aufgabe 1:

22 —T7

_ =0.
22 432—4" =0

a) (i) fi(z) =
Wegen 22 +3z—4=(2+4)(z—1) gibt es drei Laurentreihen. Jeweils eine in:

Ry:0<|z— 2] <1, Ry: 1< |z— 2 <4, Rs: 4 <|z— 2.

(ii) Die einzige mogliche Singularitét liegt in zy = 0. Es gibt nur eine Laurentreihe.

fa(z) = M _ _3 i %Z (—1) 2k

22

R TR o G O T e
——§+Z(2k)!z 0< |z < .




Komplexe Funktionen, A. Iske/P. Kiani, SoSe 2015, Blatt 6 - Losungen 2
b) (i) fi(z) 22 - T hat die einfachen Pole z 4 und 2z, =1
i z) = ————  ha = — =1.
' (z+4)(z— 1) ' ’
22 -7 —8—-7
Res 7i(~4) {2_1]2—4 —4-1
20 =7 2-7
]_ = = — = —1
Res 1) [2+4L=1 1+4
(ii) Nach Teil a) gilt
cos(z) — 2 1 — (=D)" 2(k—1) :
fg(z):Tz ;+;WZ 0 < |z| < 0. Es liegt

ein Pol zweiter Ordnung
ab: Res f2(0) =0.
¢) Nach a) und b) folgt

fl(z):ﬁJFz_—_lr

in zp = 0 vor. Man liest aus der Reihendarstellung
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Aufgabe 2)

1

Gegeben 1st f(Z) = m .

a) Bestimmen und klassifizieren Sie alle isolierten Singularitéten von f .
b) Berechnen Sie die Residuen aller isolierten Singularitdten der Funktion f.

¢) Bestimmen Sie die Laurent-Entwicklung der Funktion f zum Entwicklungspunkt
20 =3+ 1, die im Punkt 2* =0 konvergiert.

d) Berechnen Sie die folgenden Integrale, sofern diese definiert sind.

i) / f(2) dz, Ty = {2(t) == 2¢€i |t € [0, 2]},

i) [ f(:)d Dyi= {a(t) == i + 3¢ [t € [0,27]},

ii) / £(2) dz, Ty:= {2(t) := 3—2i + 2¢"|t € [0,4n]},
iv) / f(z) dz, Tyi= {z(t):=3-2i + 27|t € [0,27]},
v) /_ Z md@«.

1

Losungsskizze zur Aufgabe 2) flz) = 7 6:510°
22— 6z

a) Nennernullstellen: (z —3)?+1=0<= 215 =3+ .

1
(z=B+i)(z—-B-1)

In 2,5 liegen einfache Pole vor. [1 Punkt]

f(z) =

b) Residuen

, 1 1 1 1
R@Sf(3+l): [m]zzg+zzg+l_(3_z) :Z:_é [1Punkt]

Res f(3—1) = [;} = ! = _1. = % [1 Punkt]
z=3—1
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c¢) Laurent-Reihe mit Entwicklungspunkt zy =3 4 ¢ im Ring
B—i—20] =3—1—-3—1] =2 < |z—2]| = |z—(3+1)].
1 1 1 1

=B -G iN+E () 1+ —a

- z—(é—H’) kf% (Z_Z?ﬂ))k

-1

=) (20 =@+ = Y (2 =B+

k=0 k=—o00

2) = 1 _ - o)k (o YL
16 = —are—a - X (0 -3+
= i (=20)7F2 (2 — (3+1))" . [2 Punkte]

k=—o00

k=—o00

d) Integrale sofern diese definiert sind.

(i) Ty:= {z(t) :==2€"|t €0,27]},
/ f(z)dz =0 (CIS) [1 Punkt]
(i) Ty:= {z(t) =i+ 3" |t €[0,2n]},

7{ f(z)dz, ist nicht definiert, da z; = 3+ ¢ auf der Kurve liegt. [1 Punkt]
1)

(iii) = {z(t) := 3—2i + 2€" |t €[0,4n]},

I3
7{ f(2)dz, = Umi(T'3,3 — i)2mi Res f(3 — i) = —27. [1 Punkt]
I's
(iv) Ty:= {2(t):= 3—2i + 27|t € [0,27]},
7{ F(2) dz, = Uml(Ty,3 — i)2mi Res f(3—i) = = [1 Punkt]
0 o=,

° 1
/ T dx = 2mi Res f(3+1i) = m. [1 Punkt]

[e.o]
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