Komplexe Funktionen fur

Studierende der Ingenieurwissenschaften

Ingenuin Gasser
Department Mathematik

Universitat Hamburg

Technische Universitat Hamburg—Harburg

Sommersemester 2010

nach Vorlage von Jens Struckmeier (SS 2003)



Kapitel 1: Funktionen einer komplexen Variablen

1.0 Wiederholung: Komplexe Zahlen

Zahlenbereichserweiterung des R:
Die Gleichung

&M“Q\

soll fir jedes a € R eine Losung besitzen.
Komplexe Zahl

z=x4+1y, x,yeR
Die imaginare Einheit i ist die Losung von

2= —1

Bemerke: Die zweite Losung dieser Gleichung ist —i.



Definition:

Der Korper der komplexen Zahlen C ist gegeben durch
Ci={z=ax4+1iy, =z,yecR}

Geometrisch: komplexe Zahlenebene oder Gaulische Zahlenebene.

Definition:
Operationen auf dem Korper C:

1) Addition
z1 + 20 = (z1 + z2) +i(y1 + y2)
2) Multiplikation

21 - 2z0 = (z122 — y1y2) + i(z1y2 + 22y1)



Definition:

1) Die konjugiert komplexe Zahl zu z ist gegeben durch

zZi=x— 1y

2) Die Norm einer komplexen Zahl z ist gegeben durch

2] 1= Va2 + 42

3) Division: Esqilt

Daraus folgt:




Darstellung in Polarkoordinaten:

Eine komplexe Zahl z laft sich in der Form

z = 1r(CoSsy 4+ isin )
darstellen.

Dabei ist r = |z| und ¢ € [0, 27) das Argument.

Multiplikation:
Betrage werden multipliziert, Argumente addiert

z1-zp =11 - 12(COS(p1 + p2) +isin(p1 + ¢2))
Division:
Betrage werden dividiert, Argumente subtrahiert

Z1 1 .
— = —(cos(p1 — ¢2) +isin(p1 — ¥2))
<2 r2



Aus der Multiplikationsregel in Polardarstellung folgt:
2" = r"*(cos(ny) + isin(ny))
Formel von Euler:
e'? = cosy 4 isin
Die Einheitswurzeln:

Es gibt n paarweise verschiedene Losungen zq, ..., z,,_1 der Gleichung

namlich



1.1 Grundlegende Begriffe
Eine komplexe Funktion w = f(z) ist eine Abbildung f : D — C, D C C.

Die Menge D ist der Definitionsbereich von f. Die Menge
W = f(D) = {f(2) : =€ D}
der Bild— oder Wertebereich.
Wir schreiben:
z = x4+ 1y
w = u-+ v
u = u(zx,y)
v = v(z,y)

Veranschaulichung: Bilder von Koordinatennetzen



Beispiele elementarer komplexer Funktionen

1) Lineare Funktionen
Lineare komplexe Funktionen sind gegeben durch

w= f(z) =az+ b, a,beC

Jede lineare Funktion laldt sich folgendermalien aufspalten:

f(z) = lale’ 2z + b= (fz0 f20 f1)(2)

Dabei ist
f1(z) = ¥e.z eine Drehung um den Winkel ¢
fo(z) = Jal-z eine Streckung um den Faktor |a|
f3(z) = z+b eine Verschiebung um den Vektor b

Also: eine lineare Abbildung ist eine Drehstreckung mit Verschiebung
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2) Quadratische Funktionen
Quadratische komplexe Funktionen sind gegeben durch

SH\ANVHQquT@NuTD a,b,c e C
Aufspaltung:

b\? b
f=alz45-) — - +e=(aofz0 0 1))

mit

b

fi(z) = z4+ Verschiebung
2a

fo(z) = 2° Quadrat

f3(z) = a-z Drehstreckung
@M

fa(z) = z2——+4c¢ Verschiebung



Frage: Wie IaRt sich w = f(z) = 22 veranschaulichen?

w = 2°=(z+iy)? = (z° —y°) + 2izy
= :“&wlwwu v = 2xy
a) Betrachte Urbilder mity = yo = const, d.h. u = 22 — y3,v = 2zyo.
1. Fall: yg =0 =
u = awv v=20

Nicht—negative u—Achse, doppelt durchlaufen!
2. Fall: yg #0 =

v 2 2 2 2

u=—5-—y5 = v°=4y5(u+yg)
4y§

Nach rechts geoffnete Parabeln mit gemeinsamen Brennpunkt im Ur-
sprung. Fur yg und —yq ergibt sich die gleiche Parabel, allerdings anders
durchlaufen
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b) Betrachte Urbilder mit z = 2o = const, d.h. u = z3 — y2, v = 2zqy.
1.Fall: z0 =0 =

u=-—y<, v=20
Nicht—positive u—Achse, doppelt durchlaufen!

2. Fall: g #£0 =

2

2 2 2 2
2.2 + 25 = v°=—4zi(u— zf)
0

u =

Nach links geoffnete Parabeln mit gemeinsamen Brennpunkt im Ursprung.

FUr g und —zq ergibt sich die gleiche Parabel, allerdings anders durch-
laufen.

Fazit: Fall b) liefert die gleiche Parabelschar wie a), allerdings an der
v—Achse gespiegelt, d.h. nach links geoffnet.
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3) Die Exponentialfunktion
Die komplexe Exponentialfunktion ist definiert durch
w=e*= e TW = %(cosy + i siny)
Damit ist
u(x,y) = e’ cosy, v(z,y) = €* siny

a) Seiy = yp = const, dann gilt

e’ COSyp
e’ sinyg

u
(Y

= V= Ccu

Dies sind vom Ursprung ausgehende Strahlen (Halbstrahlen).
b) Seix = xg = const, dann qilt

u = e"0 cosy, v = e”0 siny

Dies sind Kreise um den Ursprung mit Radius e%0. Da y € R werden die
Kreise unendlich oft durchlaufen.
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Die Umkehrfunktion
Eine Umkehrfunktion existiert, falls f(z) auf D injektiv ist.
Beispiel: (Wurzel = Umkehrfunktion von w = 22)

Die Funktion w = f(z) = 22 istauf D = {z € C : Rez > 0} injektiv.
Der Bildbereich ist gegeben durch

W={weC:Imz#£=0V Rez >0}

Wir definieren die Umkehrfunktion von w = 2?2 folgendermafen
P

w=["1(z) = vres

wobei
2 = re'?, r>0 —-"T<p<m7

Man nennt f—1(z) den Hauptwert der Wurzel.
Man beachte dabei den Unterschied zu

Vzi={weC: w?=z}
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Der komplexe Logarithmus
Es gilt:

e = U TW = ¢U(cosv 4 i sinv)
und

z = |z|e"¥ = |z|(cos ¢ 4+ i sin )
Setzen wir nun e = z, so folgt mit den obigen Beziehungen

e'=|z| N v=¢p+27k keZ
Die Menge der Losungen w mit e = z, z € C ist daher gegeben durch

Logz:={In|z|+i(argz+27k) : k€ Z}

Diese Menge nennt man den komplexen Logarithmus und ist fur alle
z € C, z # 0, definiert.
14



Damit fur die Exponentialfunktion w = e eine Umkehrfunktion existiert,
mufld man den Definitionsbereich von e¢* einschranken:

Wir definieren als die Menge S, den Streifen in der komplexen Ebene

S ={z€C: —rmw<Imz<n}

Dann ist die Exponentialfunktion auf S injektiv mit Bildbereich

W={weC:Imw#0VRew > 0}
Die Umkehrabbildung auf S ist gegeben durch

Inz:=In|z|+iargz, —w<argz <
Man nennt die Abbildung den

Hauptwert des komplexen Logarithmus
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Die Joukowski—Funktion

Wir betrachten die komplexe Funktion w = f(z) definiert durch

1 1
w=f(z)=3(2+-)
2 Z
Offensichtlich gilt:

& =1(3)

Es genugt daher eigentlich, den Bereich |z| > 1 zu untersuchen.

Wir schreiben nun die komplexe Zahl z in Polardarstellung
2z = re'¥
mitr > 1 und

0 < p<2r
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a): Seir = rg = const, dann folgt
1

. H .
SHI A%o ®§|_|| mlsﬁv
2 0

Wir erhalten also

2

1 1 Sin
v = —|rg— —

2 |0 70 1

1.Fall: Seirg=1 = wu=cosy, v=020.
Dies ist mit 0 < ¢ < 27 die doppelt durchlaufene Strecke [—1, 1].

2. Fall: Furrg > 1 ergibt sich die Parameterdarstellung einer Ellipse

2 2

U v 1 1 1 1
— ”_J — _ Q hb= = .

a? T b2 . 2 Aﬁo + ﬁov 2 Aﬁo ﬁov
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b): Seip = pg = const, dann folgt mit 0 < r» < oo (1)

1 1

u = IA +|v COS Qo
2 r
HA Hv .

v = —|r——] Sinyg

2 r
1. Fall: Fur oo = 0 qilt

H H
Tmﬁﬁv v=0

Dies ist mit 0 < r < oo (!) die doppelt durchlaufene Strecke [1, o).

2. Fall:  Fiir oo = /2 gilt

1 1
u=20 @“IA%IIV
2 r

Dies ist die einmal durchlaufene v—Achse von —oco bis co.
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3.Fall: Fiir g = 7 gilt

= 3(+D) oo

Dies ist die doppelt durchlaufene Strecke [—oco, —1].

4. Fall:  Fir oo = 37/2 gilt

1 1
u=20 @”IIAﬁllv
2 T

Dies ist die einmal durchlaufene v—Achse von oo bis —oo.

5.Fall: Fur g # 0,7/2, 7,37 /2 ergibt die Elimination von r die Bezie-
hung

u? v2

_ —1
cosZ g sin? g

Dies sind Hyperbeln mit Halbachsen a = | cos ¢g| und b = | sin ¢g| und
Brennpunkten in ¢ = +£1.
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Umkehrung der Joukowski—Funktion
1) Die Joukowski—Funktion ist zum Beispiel injektiv auf der Menge
D={ze€C : |z| >1}
mit Wertebereich
W={weC:wé¢l[-1,1]}

Die Umkehrfunktion ist dann gegeben durch

w=f1)=z24+1/z"+1

2) Eine andere Moglichkeit ist etwa
D = {z€¢C :Imz> 0}
W = {weC:Imwsz#*O0oder|Re z| < 1}

In der obenstehenden Formel fiir f~1(z) ist das Vorzeichen der Wurzel
jeweils geeignet anzupassen.
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Die stereographische Projektion

Zunachst: Erweiterung des Korpers C der komplexen Zahlen
Betrachte die rationale Funktion

w=f(z) =

mit den komplexen Polynomen p und q.
Die Funktion ist bei zg € C nicht definiert, falls

q(z0) =0, p(z0) #0

p(z)
q(z)

Wir setzen dort

f(z0) = o0

und definieren co als den unendlich fernen Punkt.
Weiter sei

C* :=CUo0

21



Rechenregeln mit oo:
FUr a #= O definieren wir

a + oo
a - 0o
a/co = O

Aber: Die Ausdrucke O - 0o, co & oo lassen sich nicht sinnvoll definieren.

I
3

o0

C* ist ein topologischer Raum, d.h. die offenen Mengen in C* sind die
offenen Mengen in C und die Mengen der Form C* \ K mit kompaktem
K c C.

Weiter definieren wir

1
zp — o0 & — — 0 (& |zn| — Fo0)
Zn
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Weiterhin:

C* ist (folgen—)kompakt, d.h. jede Folge in C* besitzt einen Haufungs-
punkt. Man nennt daher C* auch Einpunkt—Kompaktifizierung von C.

Die Riemannschen Zahlenkugel
Darstellung der Riemannschen Zahlenkugel auf Folie

Die Riemannsche Zahlenkugel liefert eine bijektive Abbildung
P:S?% - C*

d.h. eine eindeutige Beziehung zwischen Punkten auf der Oberflache der
Einheitskugel im R3 und den Punkten von C*.

Beachte: Man benotigt insbesondere den unendlich fernen Punkt oo
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Stereographische Projektion:

(X #* N — Durchstol3punkt der Geraden durch X, N
P durch die komplexe Ebene

,NHZ — 00

Eigenschaften:

1) Die stereographische Projektion ist eine bijektive Abbildung

2) Die obere Kugelhalfte x3 > 0 wird auf |z| > 1 abgebildet, die untere
Kugelhalfte z3 < O auf |z| < 1. Der Aquator bleibt fest.

3) Analytische Darstellung mit x = (z1, zo, x3)!:

xr1 + 120
1l — 23

z = wﬁumv — wA&Hg%Mvav —

472 2—% 2z—1\'

2z+14(zz+1) 22+ 1

x= P 1) =

24



Satz: (Kreistreue der stereographischen Projektion)

1) Das spharische Bild einer Geraden in C* (einschlief3lich des Punktes
o) ist ein Kreis auf 52, der durch den Nordpol N geht und umgekehrt.

2) Das spharische Bild eines Kreises in C ist ein Kreis auf S2. der nicht
durch den Nordpol N geht und umgekenhrt.

Darstellung dieser Eigenschaft auf Folie

Bemerkung:

Bezeichnet man Kreise und Geraden in C* zusammenfassend als ver-
allgemeinerte Kreise, so gehen nach dem obigen Satz verallgemeinerte
Kreise in C* unter der stereographischen Projektion in Kreise in 52 ber.
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1.2 Die Mobius-Transformation
Definition:

Abbildungen der Form

az + b

cz+d’
nennt man Mobius—Transformationen.

w="T(z) = ad 7 be

Eigenschaften der Mobius—Transformationen:

1) Zahler und Nenner einer Mobius—Transformation haben unterschiedli-
che Nullstellen.

2) Die Mobius—Transformation ist eine Abbildung auf C*, d.h.
T:C"—=C~"

T Al&v = 00, T(x) := ¢

C

mit
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Eigenschaften der Mobius—Transformationen: (Fortsetzung)

3) Eine Mobius—Transformation ist auf C* bijektiv und die Umkehrfunktion
lautet:
dw — b

—cw + a

T (w) =

Beachte:
Es besteht eine Analogie zur Invertierung einer (2 x 2)—Matrix

a b\ } 1 d —b

c d T ad—be\ —¢ @

4) Die Komposition von Mobius—Transformationen ist wieder eine
Mobius—Transformation.

27



Gegeben seien die beiden Mobius—Transformationen
az + b

w = yv Q&#@Q
_ at+p

Daraus folgt

_ (aa+b)t+ (aB+b5) At+ B
~ (cat+dyt+(cB+ds) Ct+D

w

Die Koeffizienten A, ..., D ergeben sich aus dem Matrixprodukt:

ABY_(ab) ([ap
C D) \c d v 90
Daher gilt wegen det (AB) = det A -det B
AD — BC = (ad — bc)(ad — Bvy) =0
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Satz: Mobius—Transformationen sind kreistreu.

Beweis:

Verwende eine geeignete Zerlegung fur ¢ # 0O:

®N+®|mAQN+5Iﬁ+@|Q ad — be 1

cz + d o cz + d C C cz +d
Wir setzen nun

wy = cz+d

1
Wy = —

w1

a ad— bc
w3z = - - w2

C C
Die Abbildungen w1y und w3 sind linear und daher kreistreu!
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Es bleibt zu zeigen:
Die Inversion w = f(z) = 1/z ist eine kreistreue Abbildung

Gehe den Umweg uber die stereographische Projektion, d.h. betrachte
statt = — 1/z die Abbildungsfolge

1
z—x:=P 12 >%x— PX) ==
<
Dann gilt

z+ z z— 2z zz — 1 T

2z+1i(zz+1) 22+ 1

x =P 1(z) = A

sowie

X =

~

N [
N =
N

N L PN T
W=

+ | |

I
/—\ hU
N[
N[

4| T
-

~

—
N[
N[

_|_

-

N’
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Vereinfachung ergibt:

z+ z z—z zz— 1

2z4+ 1" i(zz4+1) 2z4+1
— ARH_L —I, |u~wwvm~.,

Wir erhalten damit eine Abbildung F : S2 — 52 mit

X =

ﬁANv — AH”_L —xL, |vam~J
Diese Abbildung ist eine Drehung der Sphare um die x1—Achse um 180°
und offensichtlich kreistreu.

Damit haben wir gezeigt, dass die Abbildungsfolge

1
z—x:=P 12 5% — PX) ==~
Z

und daher die Inversion z — 1/z eine kreistreue Abbildung ist.
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Bemerkung:

Abbildungseigenschaften der Mobius—Transformation:

1) Kreise, Geraden durch AI@ — Geraden der w—Ebene

2) Geraden der z—Ebene — Kreise, Geraden durch Amv

3) Kreise, die nicht durch (—%) gehen — Kreise, die nicht durch ()
gehen

Satz:

Gegeben seien je drei (verschiedene) Punkte zq, zo, z3 und w1, wo, w3.
Dann gibt es genau eine Mobius—Transformation w = T'(z) mit

QG”MJANQY ,w” ”_Jwv“w
Diese ist gegeben durch die Dreipunktformel

w—w] | W3— W] _ Z— 2] 23— 21

w— Wy W3 — Wo Z— 2o 23— 2o
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Bemerkung:
Sind vier verschiedene Punkte zq, z1, zo> und z3 gegeben, so ist das Dop-

pelverhaltnis dieser Punkte gegeben durch
0 —*1 ., A3~ *1

D(zq, 21, 22,23) := ;
20 — 22 23— 22

Weiter qilt:

D(zp,21,22,23) € R & 20,21, 22, 23 liegen auf einem verallg. Kreis
Beispiel:

Gesucht ist die Mobius—Transformation mit

N&T_. 1 O
wi| ¢t —t O

Dann ist die zugehorige eindeutige Mobius—Transformation definiert durch
w—17 0O0—-2 2z—1 0-1

w+i 04+i z—i 0—3
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Beispiel: (Fortsetzung)
Umformung ergibt die Darstellung

_ (14+19)z
(1+4)z — 2

w

Definition:
Gegeben sei ein Kreis C' in C mit Mittelpunkt zg € C und Radius R. Zwei
Punkte z, 2’ € C liegen symmetrisch zum Kreis C, falls gilt

(z — 20)(#' — 20) = R?

Die Abbildung z — 2’ nennt man die Inversion am Kreis C oder auch
Spiegelung am Kreis C.

Graphische Darstellung der Inversion auf Folie!

Insbsondere gilt: z — zg = 2z’ — oo, d.h. zg liegt symmetrisch zu oo.
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Definition:
Zwei Punkte z, z’ nennt man symmetrisch zu einer Geraden in C, wenn
2" aus z durch Spiegelung an der Geraden entsteht.

Satz:

Mobius—Transformationen erhalten die Symmetrie zu verallgemeinerten
Kreisen.

Beispiel: Gesucht ist eine Mobius—Transformation mit
z| =2 — w41 =1
z21=—-2 — w; =0
20 =0 — wop =1

Eine Mobius—Transformation ist eindeutig bestimmt, falls die Transformati-
on von drei Punkten festgelegt ist.

Problem: Uns fehlt ein Punkt!
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Beispiel: (Fortsetzung)

Nach dem letzten Satz erhalten Mobius—Transformationen die Symmetrie
zu verallgemeinerten Kreisen:

20 =0 = 2z3 = oo ist symmetrisch zu z5 bzgl. des Kreises |z| = 2

Daher ist w3 der zu wo, = ¢ symmetrische Punkt bezuglich des Kreises
lw 4+ 1| = 1 und somit gegeben durch

1
w3 = MAIH + )

Die Dreipunktformel lautet:

w — 1

(2=0): (3EAHDZ0) _ (242), (k2

wAlpu_us.vls. \z-0 23— 0
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Beispiel: (Fortsetzung) Was passiert mit dem Term
z3 + 2
23 — 0

fir z3 — o00?

Es qgilt:

2
Nwl_lw|”_.|_|M
23 — 0 142

> 1 flr z3 — oo

Wir erhalten also

le_ ) z
() () - (2

und Auflosung nach w ergibt:
z+ 2
(14+4)z+ 24

w=T(z) = —
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Beispiel: Fur die reellen Zahlen b > a > 0 setzen wir

vVab+ z Hﬁl_l\mv p = Jab

Vab—z p—2=z

Dann hat die vorliegende Mobius—Transformation folgende Abbildungsei-
genschaften:

w =

z12 =xVab — wio= 00,0
LVat Vb

234 =a,b — w3zg4== =xp, p>1

Vb —/a

z = —a,—b — w /\l va H_HH
56 — — &, — mml —
| T At vE s
Nﬂ”Ol\Eﬂ“H

zg =00 — wg = —1
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Eigenschaften dieser Mobius—Transformation:

e die z—Achse wird auf die u—Achse abgebildet,

e symmetrisch zur x—Achse liegende Punkte werden damit auf symme-
trisch zur u—Achse liegende Punkte abgebildet,

e die angegebenen Kreise durch a, b bzw. —a, —b werden auf die Kreise
um O mit Radius p bzw. 1/p abgebildet.

Zentrales Anwendungsbeispiel:

Das elektrostatische Feld im AuReren von zwei parallelen Leitern wird in
das Feld eines Zylinderkondensators abgebildet.
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Kapitel 2: Differentialrechnung im Komplexen

2.1 Komplexe Differentiation

Definition: Sei f : D — C, D C C eine komplexe Funktion. f(z) heif3tin
2o € DY komplex differenzierbar mit Ableitung f/(zp), falls der folgende
Grenzwert existiert:

ooy e fim TG = I G0)

27720 Z— 20
Ist f(z) in jedem Punkt eines Gebietes D komplex differenzierbar, so
nennt man f(z) holomorph, analytisch oder regular auf D.

Beachte:

1) Der Grenzwertprozess z — zg erfolgt in der komplexen Ebene, d.h.
die Richtung der Annaherung z — z( ist beliebig!

2) Die oben stehende Division ist die Division komplexer Zahlen!
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Lemma:

Ist f(z) reellwertig, d.h. f : D — R, D C C ein Gebiet, und ist f(z)
holomorph auf D, dann ist f(z) eine konstante Funktion, d.h.

f(z) = const. ¢ R Vze D
Beweis:

1) Wir betrachten die Folge z, — zp gegeben durch

1
Zn = 20 + —
n

Dann ist der Differenzenquotient fur alle n € N reell, denn

f(zn) — f(20)

Zn — <0

= n(f(zn) — f(z0)) € R
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Beweis: (Fortsetzung)

2) Dagegen liefert die Folge z,, — zg mit

?
Zn = 20 + —
n

den rein imaginaren Differenzenquotienten
Z — Z n
FE) ZJE0) _ ™4y — fzo)) e €

Zn — 20 1

Da aber die Funktion auf D holomorph ist, folgt

f'(20) =0 Vzg€ D

d.h. f(z) ist eine konstante Funktion.
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Bemerkung:
Die Funktion f(z) ist komplex differenzierbar in zg

o i J) = FG0) = f'G0) (= — 20) _

Z—20 Z — 20

& f(z) = f(20) + f'(20)(z = 20) + o(|z — 20

0

Die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen
Die Funktion f(z) sei komplex differenzierbar im Punkt zg und wir setzen

v 1= f'(20)

Nach obiger Bemerkung ist eine aquivalente Schreibweise gegeben durch

f(z) = f(z0) +v(z — z0) +&(2)|z — 20|
mite(z) — O flr z — zq.
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Wir verwenden nun mit z = = + ¢ y die Darstellungen

f(z) =u(z) +iv(z) =u(z,y) +iv(z,y)
und
flzo) =1v=a+ip
Damit erhalten wir:
u(z) = u(29) + alz —z0) — B(y — yo) + Re(e(2)) - [z — 20|
v(z) = v(z0) + B(x —xg) + a(y — yo) + Im(e(2)) - [z — 20|

In Matrixschreibweise lautet dies
u(z) \ _ [ u(zg) a —0 T — xg N
AeAvaIAeAmonu_.Am QVAwlwov+m§ | ol
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Wir interpretieren jetzt f(z) als eine vektorwertige, total differenzierbare
Funktion zweier reeller Variablen, d.h.

1 R?2 - R?
mit der Jakobi—Matrix
u u o —
Jf(zo,y0) = ea @@ =1\ 3 m
Y ) W(zo,y0)
Dann qilt:
Satz:

Die Funktion f(z) ist im Punkt zg € D genau dann komplex differenzier-
bar, wenn f(z) als Funktion f : R? — R? dort total differenzierbar ist und
die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen gelten:

ug(zg) = wvy(20)

F@ANOV —vz(20)
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Korollar: Ist f(z) komplex differenzierbar in zo € D, so folgt

f'(z0) = uz(20) + i vz(20p)
Beweis:
Da f'(zg) € C schreiben wir

f'(z0) = @(z0) + 1 9(20)
Daraus ergibt sich
f'(z0) - (2= 20) = (a(z0) +1i9(20)) - [(x — o) + i (y — yo)]
= 4-(x—x0)—0-(y—yo) +i(0-(x—x0) +a-(y—y0))

Da f in zg total differenzierbar ist und die Cauchy—Riemannschen DGLs
erfullt sind, gilt ebenfalls

ug —ve \ (z—z0 |\ _ [ uz-(z—z0)— va(y — yo)

vy Ug Y — Yo vg - (¢ — zg) + uz(y — yo)
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Korollar: Ist f(z) holomorph auf dem Gebiet D und qilt fur alle z € D:
f'(z) = 0, soist f(z) eine konstante Funktion.

Beweis:
Die Funktion f(z) ist total differenzierbar und es qilt

f'(2) = ua(2) +ive(2) =0

Daraus folgt, dass die Jacobi—Matrix (J f)(z) identisch verschwindet und
damit ist f(z) eine konstante Funktion.

Satz:
Ist f € C2 holomorph auf D, so gilt

Ugr + Uyy — Vxx + Vyy — 0,

d.h. sowohl der Real- als auch der Imaginarteil von f erfullen die Laplace-
gleichung.
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Es gilt auch die folgende Umkehrung:

Erflllt v = u(x,y) auf einem zusammenhangenden Gebiet die Laplace-
gleichung Awu = 0, so existiert eine differenzierbare Funktion v = v(x, y),
sodass f(z) = u(z) 4+ iv(z) auf D holomorph ist.

Beweis: (fur beide Aussagen)

1. Ist f(z) holomorph, so folgt

N\ e =0
“ ox T oy ox oy
ox oy ox oy

2. Seiu = u(x,y) gegeben mit Au = 0.
Gesucht: eine Funktion v = v(x, y), sodass die C.R. DGLs erfullt sind:
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Aus den Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen

folgt
gradv = (vg, vy) = (—uy,uzr) =: V. = (V1, Vo)

Wir suchen also ein Potential v mit gradv = V. Unter der Integrabilitats-
bedingung

ovi_oVa _
oy  Ox
Ist die Existenz eines solchen Potentials gesichert.
Nun gilt aber
oV 0V;

oy ox
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Differentiationsregeln:
1) Es gelten die folgenden Regeln:

(f £9)'(20) f'(z0) £ ¢'(20)
(f-9)'(z0) = [f'(20)9(20) + f(20)g'(20)
f f'(z0)9(z0) — f(20)4'(20)

g) 0 = (9C:0))>

2) Kettenregel: Ist f(z) differenzierbar in zg und g(w) differenzierbar
in wg = f(zp), so folgt

(g0 ) (20) = ¢'(f(20)) - f'(20)

3) Ableitung der Umkehrfunktion:
Ist £(2) holomorph und f’(zg) #% 0, so ist f(zg) um zq lokal bijektiv
und es qilt

1

1Y/ (wn) =
(I (wo) = 57—,

wo = f(20)
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Differentiationsregeln:

4) Modifizierte Kettenregel: Ist f(z) holomorph auf D und ist ¢
[a,b] — D eine C1-Kurve in D, so gilt

d p .
—f(e() = [ e(t)) - e(t)

Beweis: Zunachst gilt

d
~F(e®)

d . d
Sule(D) + i)

Daneben haben wir

file(®)) - e(t)

(uz +ivg) - (61 +ic)
Beide Terme sind wegen der C.R. DGLs identisch.
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Beispiel 1:

Wir wissen bereits das die Funktion f(z) = const. holomorph ist mit

f'(z) = 0.

Fir f(z) = z erhalten wir wegen u(x,y) = z und v(x,y) = vy
f'(2) = ug(2) +ivz(2) = 1

Daraus folgt, dass komplexe Polynome auf C holomorph sind mit

ﬁ& n n

k]l _ k—1
k —
M apz M arkz
dz \ 120 k=1

Explizite Berechnung fiir f(z) = z2: mit
f(z) = 2% = (2 — y°) +i2zy

berechnet man

%\ANV = uz(z) +ive(z) =2 4+ i2y = 2z
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Beispiel 2:
Rationale Funktionen, also Funktionen der Form

_p(2)

sind an allen Stellen mit ¢(z) %= 0 komplex differenzierbar.

p, ¢ Komplexe Polynome

Beispiel 3:
Die Exponentialfunktion f(z) = e* = e*(cosy + i siny) ist komplex
differenzierbar mit f'(z) = e*:
u(x,y) = e’ cosuy, v(xz,y) = e’siny
Daher sind die C.R. DGLs erfullt

Uz = vy = e* CoSy, Uy = —vgy = —e’'Siny

und es qilt

f(2) =ug +ivy = e cosy +iesiny = €
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Beispiel 4: Die trigonometrischen Funktionen

1, . . 1, . .
sin z 1= > Amﬁ — mlﬁv g COSz = 5 Amsw + mlsmv
sind nach Beispiel 3 holomorph auf C und es gilt
(sin z)) = cos z, (cosz) = —sinz

Beispiel 5: Durch komplexe Potenzreihen erklarte Funktionen,

@)

f(z) =3 ap(z — z0)"

k=0
sind auf ihrem Konvergenzbereich K;-(zg) holomorph mit

oo

F'(z) = Y apk(z — 20)" 1

k=1
und damit auf K,-(zg) gleichzeitig beliebig oft komplex differenzierbar.
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2.2 Konforme Abbildungen
Satz:

1) Ist f : D — C eine holomorphe Funktion auf einem Gebiet D mit
f'(z) # Oflralle z € D. Dann gilt lokal bei zg € D:

a) Winkel zwischen sich im Punkt zg5 schneidender Kurven bleiben
bei der Transformation w = f(z), einschlie3lich des Umlaufsinns,
erhalten,

b) der Term |f/(zg)]| ist die fiir alle von zy ausgehenden Richtungen
gemeinsame Langenverzerrung. Insbesondere bleiben Langen-
verhaltnisse erhalten.

Abbildungen mit diesen beiden Eigenschaften nennt man konforme
Abbildungen.
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Satz: (Fortsetzung)

2) Ist w = f(z2) eine konforme Abbildung und als Funktion f : RZ2 — R2
stetig differenzierbar, so ist f(z) komplex differenzierbar und es gilt

f'(z) # 0.
Beweis: (zu Teil 1))

Seien c und d zwei Kurven, die fur ¢ = 0 durch den Punkt zg laufen, d.h.
c(0) =d(0) = zg

Die beiden Tangentialvektoren in diesem Punkt sind dann
¢(0) und d(0)

und fur den Winkel v zwischen den Tangentialvektoren gilt

v = £(¢(0),d(0)) = arg (¢(0)) — arg (d(0))
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Mittels der holomorphen Transformation f erhalten wir die beiden Kurven
focund f odim Bildraum.

Der Winkel 5 zwischen den beiden Kurven im Punkt f(zg) im Bildraum
lautet dann

¥ = 4£(f'(20)¢(0), f'(20)d(0))
= arg (f'(20)¢(0)) — arg (f'(20)d(0))
= arg (f'(z0)) + arg (¢(0)) —arg (f'(z0)) — arg (d(0))
= 7

Bezuglich der Langenverzerrung berechnet man

157 0 Ol = 15 (:0)é(0)] = |/ (0)] - 16(0)
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Definition:

Es sei w = f(z) eine bijektive und konforme Transformation f : D — W
zweier Gebiete D, W C C.
Zu einer gegebenen C2—Funktion ® : D — R setzen wir

Wi=do f1
Man nennt dann W die konforme Transformation von & mittels f.

Abbildungsdiagramm auf Folie

Anwendung konformer Transformationen:

Ist ©(z) eine gesuchte Potentialfunktion definiert in der physikalischen
Ebene D, so ist W die entsprechende Funktion in der Modellebene V.

Beachte: Funktioniert nur im zweidimensionalen physikalischen Raum.
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Definition: Fur eine Funktion ® : D — R nennt man

oP oP
dp(z) = — +i—
grad (=) = 5+

den komplexen Gradienten von ®(z).

Satz: Sei W die konforme Transformation von & mittels f. Dann gelten
die beiden Beziehungen

grad, ®(z) = grad,, W(f(2))- f'(2)
A, (2) AWV (f(2)) -1 (2)]?

Beweis:

Nach Definition ist die konforme Transformation von ¢ mittels f gegeben
durch

Wi=do f1
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Daraus folgtaber ® = Vo fundmit f = u +iv

P(z,y) = V(ul(z,y),v(z,y))
Wir berechnen nun
Py = Wyug + Wyur
Dy = Wyuy + Wy
Fur den komplexen Gradienten gilt dann
grad ®(z) = (Wyuz+ Vyve) + i (Wuuy + Wyvy)
= Wy(ug +iuy) + Vo(ve +ivy)
= Wy(uz —ivz) + 1 WVo(ug —ivg)
= grad W(f(2)) - f'(2)




Die Berechnung der zweiten Ableitung ergibt

O EQ:QW + 2Wyugvy + ﬂ_\eedm + Vyuzr + Voves

e@@ EQ\QQ\M I_I MH_\Q\CQ\@@@ I_I ﬂ_\@@\cw I_I GQQ&Q@ I_I ﬂ_\@@@@
Daraus folgt

+Wou(v: + 1) + Wulu + Wy Av
Wir verwenden nun wieder die CR—-DGLs und erhalten
ug +uy = vp vy =ui+og = ()
Uz Uz + UyVy 0
Au = Av=20

und damit das gewunschte Resultat

AD = AV - |f'(2)]?
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Korollar:

Bei konformen Transformation gehen harmonische Funktionen in harmo-
nische Funktionen uber.

Anwendung konformer Transformationen:
Zu losen sei die Gleichung Au = 0 auf einem “komplizierten” Gebiet D:

1) suche eine konforme Transformation, die das Gebiet D auf ein “einfa-
cheres” Gebiet W transformiert,

2) transformiere die Randbedingungen auf W und lose die Laplaceglei-
chung auf W,

3) transformiere die Losung zurtick auf das Ursprungsgebiet D.

62



Beispiel: Ebene Potentialstromung

Wir wollen das Geschwindigkeitsfeld einer stationaren, wirbel- und quel-
lenfreien Umstromung eines Zylinders berechnen. Sei

w R?2 — R?

das gesuchte Geschwindigkeitsfeld. Dann gilt also

otw — W2 Owi_ .
ox oy

divw — w1, 0wz o
ox oy

Ist D C R? einfach zusammenhangend, so folgt aus der ersten Beziehung

du: D —R : Vu=—w
beziehungsweise aus der zweiten Beziehung

Jv:D—>R : Vo= (wy, —wi)!
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Man nennt u das Geschwindigkeitspotential und v die Stromfunktion.

Die Stromlinien sind dann als Ldsungen der gewdhnlichen DGL /(z) =
wo /w1 gegeben durch

v(x,y) = const.
Definition:
Die komplexe Funktion & definiert durch
b =u+t+1v
nennt man komplexes Stromungspotential.

Das komplexe Stromungspotential ©(z) ist eine holomorphe Funktion,
denn es gelten die CR-DGLs

Uz — Vy —wq1 — (—wq) =0

Uy + Vg —wo + wo = 0
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Das Geschwindigkeitsfeld w lal3t sich direkt aus
Stromungspotential berechnen: aus

D(2) =ug +ivy = —wi +iwy

folgt

W= w] + 1wy = Ig
Unsere physikalische Ebene ist

D:={z¢eC : |z| > R},
die Modellebene ist

W:={ze€C :Imz#0V|Rez| > 1}

Die Joukowski—Funktion f(z) gegeben durch

=3+

ist eine konforme Transformation von D auf W'.

dem komplexen
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In der Modellebene konnen wir annehmen, dass ein homogenes Ge-
schwindigkeitsfeld vorliegt, d.h. in WV qilt

w = const = (Veo, 0)!

da eine unendlich duinne Platte eine gegebene homogene Stromung in
Richtung der reellen Achse und Geschwindigkeit v~ nicht beeinfluf3t.

Fir das Geschwindigkeitspotential U (w) gilt dann die Gleichung
grad U(w) = —(Voo, 0)1
und daraus folgt
U(w) = —veo Rew
Entsprechend ergibt sich fir die Stromfunktion V (w)
grad V(w) = (0, —vse)! = V(w) = —0so IMw
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In der physikalischen Ebene konnen wir annehmen, dass

lim grad ®(z2) = —vso

z— 00
gilt, d.h. im Unendlichen spurt die ungestorte Stromung kein Hindernis.
Wegen der Beziehung

grad ®(z) = grad W(f(2)) - f'(2)

ro=3(:-5)

folgt mit

die Beziehung voo = 2Rv.
FUr das komplexe Stromungspotential gilt dann

V(w) = —2Rvsc(Rew 4+ ilmw)
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Wir betrachten nun die Ricktransformation in die physikalische Ebene, d.h.

P(z) = (Vo f)(2) = —2Rvc(Re f(2) +ilm f(2))

Fur die Joukowski—Funktion

=3+

gilt offensichtlich

mm\b&”wﬂa._l fir v _::ANVHWAWI Ry v

R 224 y2 R 22 +y?
Damit ergibt sich das Geschwindigkeitspotential «.(z) in der physikalischen
Ebene als

R2%x
uw(z) = u(x,y) = —voo A& + S @mv
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und die Stromfunktion lautet
mw@
2 + y?
Das Geschwindigkeitsfeld w um den Zylinder ist dann
(2 +y*)* — R*(z* —y*)  2R°xy
(22 + y2)? " (22 +y2)2

v(z) = v(z,y) = —voo | Y —

W= —Vu = —Vo

Insbesondere gilt:

1) In den beiden Staupunkten (—R,0) und (R, 0) ist die Geschwindig-
keit gleich Null,

w(—R,0) = w(R,0) = (0,0)7

2) Die Geschwindigkeit ist maximal in den beiden Punkten (O, —R) und
(0, R) mit

Wmax — M\coo
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Kapitel 3: Komplexe Integration

3.1 Beispiele zur komplexen Integration

Definition:

Eine komplexwertige Funktion f : [a,b] — C einer reellen Variablen ist

integrierbar, falls der Real- und Imaginarteil von f integrierbar sind, und
es gilt:

b b b
\23 &”H\meSZTl\_BQA%&

Eigenschaften:
Linearitat:

b b b
[an® +8pW)di=a [ AW d+8 [ f(Dd (a,8€C)

etc.
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Weiter qilt stets:

Mms&mmqezﬁ

Beweis: Wir setzen
b
\ F(t) dt =: Re'¥
a

und erhalten demnach
b

b b
R =¥ \ F(t) dt = \ eI F(t) dt = \ Re(e~ % £(¢)) dt

a

\@ £(t) dt

b b
< [l sl = [ )] at
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Komplexe Integration analog zu Kurvenintegralen:

Sei ¢ : [a,b] — D C R™ ein stiickweiser C1-Weg, f : D — R und
F . D — R™ gegeben. Dann hatten wir in Analysis lI/lll die beiden Kurven-
integrale 1. und 2. Art

b

b
\2&% “H\\QSV__Q.__& bzw. \Exv dx 1= \%?Sy&é&

a
Definition:
Sei D C CeinGebiet, f : D — Cstetigund c : [a,b] — D ein stickweiser
Cl-Weg. Dann ist

[ 1(z)dz = \@ Fle(®)ét) dt

das komplexe Integral von f(z) langs der Kurve c.
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Eigenschaften:

1) Der Wert des komplexen Integrals ist unabhangig von der Parametri-
sierung der Kurve.

2) Bei Anderung der Durchlaufrichtung gilt
\\ANV dz = I\%va dz
—c C
Hierist (—c¢)(t) ;== c¢(b+t(a—b)), 0 <t < 1.
3) Linearitat

[(@i@) + 890 dz=a [ [(:)dz 45 [ g(z)dz  (a,8€C)
4) Additivitat bzgl. des Integrationsweges:
| 1@dz= [ f)dz+ [ £(z)a
c1 co

c1+co
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Eigenschaften: (Fortsetzung)

5) Es qilt die Abschatzung

z€Bild(¢)

b
[1dz < sup [5@)I- [ 1) de

7

woom:_mﬂom L(c)
Beweis

Man berechnet direkt

[ 1)az| = \@ Fle(®)e(t) dt

b

b
< [Ire@liemld < sup |f(e@)]- [ lew)]dr

2 a<t<b
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Beispiel 1:
Sei f(z) = zund ¢(t) = re mit 0 < ¢t < 27. Dann gilt
2T
KN dz \ re't . (rie't) dt

c 0

2T
= ir? \ 2%t gt
0

27
= 2 \ (cos(2t) + i sin(2t)) dt
0]

21 21
— Lm\msssv&i%\8%%&
0 0

= 0
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Beispiel 2:
Sei f(z) = zund ¢(t) = re!* mit 0 < ¢t < 27. Dann gilt
21

&N dz = \ re . (rie’t) dt = ir \ dt = r? - 2mi

c 0
Beispiel 3:
Sei f(z) = 1/zund ¢(t) = ret mit 0 < ¢t < 2. Dann gilt

1
K &N|&%&N||MMM&N“MQ3.

Beispiel 4: Es gilt mit ¢(t) = zg + re*t, 0 < t < 27 die Beziehung

&A V' ds = 2mi . furn = —1
/ TR 0 firnez)\ {—1)
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Beispiel 4: (Fortsetzung)

21 2
&Aw —zo)"dz = \ Aﬁm&v: (riett) dt = ir" 1 \ et 1)t g4
C 0 0
27 27
— pntl |\m_i§+ 1)) dt + i \Sm:fr 1)¢)) dt
0 0
o 2mi . furn = —1
- 0 : firneZ\{-1}
Nur fir n = —1 verschwindet das Integral nicht und es qilt
&F&N = 2
Z — 20

T

Frage: Woran liegt das?
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Satz: Ist f(z) = W fi(z) eine Reihe stetiger Funktionen, die auf dem
k=0
Gebiet D C C gleichmaBig konvergiert, und ist ¢ : [a,b] — D ein stick-

weiser C1-Weg, so gilt

\ =Y [ ) dz

k=0¢
Beweis: Da die Reihe stetiger Funktionen gleichmaldig konvergiert, ist
auch die Grenzfunktion f(z) stetig und daher auch integrierbar und

\&Amv dz — MU \b%mv &N|\m:ANv dz

k=0¢
GleichmaRige Konvergenz bedeutet:

Ve>0 : dN(e) : Vn>N,z€e D : |Rn(z)| <e
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Aus der gleichmaldigen Konvergenz folgt sofort

\mi& dz| < - L(c)
C
und damit

n—oo

lim \?3 dz =0

Beispiel:
Sei c(t) = re't, 0 <t < 2w und |zg| > r. Dann gilt:
d
x ¥ g=0

z — 20
|2[=r

Beachte: Der Punkt z( liegt aulerhalb des Kreises c(t).
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Beispiel: (Fortsetzung)
Man berechnet direkt unter Verwendung der geometrischen Reihe:

d 1 d 1 A |

zZ— 2z z — = z — Z
= 0 Plf=e 0 Ppj=y k=070

denn es qilt

—| <1

20
Aufgrund der gleichmaldigen Konvergenz gilt

& M|Nw&N|MU \?: & Kdr =0

k= omo =0 20

|z|=r

da man Integration und Summation vertauschen kann.
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Beispiel: (Vorgriff auf die Laurent—Reihe)
Eine Reihe der Form

00 o0 —1
k k k
f(z)= > apz—20)"= > ar(z—20)" + > ar(z—20)
k=—o0 k=0 ) k=—00 .
analog zur ._M<_0T_»m_:m sm@mﬁ_<mﬁo$3Nm:

nennt man eine Laurent—Reihe.
Sie konvergiert lokal gleichmalig und absolut in einem Kreisring

O<Ri<|z—20 < Ro
Fir R{ < r < Round c(t) = zg + re't, 0 < ¢t < 27 gilt daher
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3.2 Der Cauchysche Hauptsatz

Wir hatten im Abschnitt 3.1 mit der Kurve ¢(t) = zg + ret, 0 < t < 27
die Aussage

2w . furn = —1

NAANINOV:&NH 0 : fuirneZ\{-1}

Frage: Wann verschwindet das Integral Uber geschlossene Kurven?

Satz: (Cauchyscher Integralsatz, Hauptsatz der Funktionentheorie)

Ist G C C ein einfach zusammenhangendes Gebiet, f : G — C eine
holomorphe Funktion und ¢ : [a,b] — G eine geschlossene stiickweise
Cl-Kurve, so gilt stets

K%ANV&N =0
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Bemerkung:
Alle drei (fett gedruckten) Voraussetzungen sind wichtig und zusammen
hinreichend:

1) Die Funktion f(z) = z ist nicht holomorph und es gilt:
& Zdz # 0
|z]=1

2) Das Gebiet G = {z € C : z # 0} ist nicht einfach zusam-
menhangend und es qilt:

1
x Zdz £ 0
<
|z|=1
3) Die Kurve c ist nicht geschlossen und es gilt:

\N&N =0, c(t)= mﬁu_l&vﬁ 0<t<2m

C
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Beweis des Cauchyschen Integralsatzes:
Wir setzen ¢(t) = (z(t), y(t))L und f(x,vy) = u(x,y) + iv(z,y):

?@ANZN — \@?&|@S&+@.\@A§+§v&
= ¢ " )ax+ip( L) ax

Bei beiden Vektorfelder (u, —v)? und (v, u)? ist wegen der CR-DGL’s die
Integrabilitatsbedingung erfullt:

u v
rot v ”\Q\FQI_I\C.H”Ow rot U ”\C@l\gmﬁ”O

Daher existiert ein Potential und beide Integrale sind wegen der ge-
schlossenen Kurve c identisch gleich Null.
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Korollar: Ist G C C einfach zusammenhangend, f(z) holomorph auf G
und c1,¢5 : [a,b] — G, so folgt aus c1(a) = co(a) und c1(b) = co(b)
direkt

d.h. das Integral [ f(z) dz ist wegunabhangig.
C

Satz: (Existenz einer Stammfunktion)

Sei G C C, f(z) holomorph auf GG, zg € G ein fester Punkt und setze fur
z€e G

F(2) = [ (&) de

mit einer beliebigen stiickweisen C1-Kurve, die zg und z verbindet.
Dann ist '(z) eine Stammfunktion von f(z), d.h. es gilt

F'(z) = f(2)

85



Beweis:
Es gilt

F(z+h) — F(z2)

h

Daraus folgt

F(z4+h) — F(z2)

h

fur h — 0.

1 z+h 1 1
= 2 \ Ezmnmﬁu\iﬁisiﬁ
1
— \iN+§&
0
1
~ 1] = |[(FG+th) - f(2) di
0

sup |f(z +th) — f(z)
te[0,1]




Korollar:

Ist f(z) auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet G holomorph und
F(z2) eine Stammfunktion von f(z), so gilt fir alle stiickweisen C1—Kurven
c:la,b] - G

[ 1) dz = F(e(®)) — F(e(a))

Beispiel:
Wir betrachten mit a,b € R, a,b > 0O das Integral
@M@@&N
a—1b 23
Die Funktion f(z) = 1/2z2 ist holomorph auf dem einfach zusam-

menhangenden Gebiet G mit
G=C\{zeR :z<0}
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Damit ist obenstehendes Integral wegunabhangig.
Beachte: Das Gebiet (G ist gerade die komplexe Ebene ohne die negative
reelle Achse.

Integration: Wir setzen c¢(t) = a + it, —b < t < b und erhalten

b

dz i 1 b
T S R
22 @Agn_[;vw a-+itl_p

C

1 1 2ib
a—ib a-+ib a2+ b2

Stammfunktion:

a+-i @&N 1 a+1b
[ %=(-)

24
a—ib a?+ b2
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Bemerkung:

Anstelle des einfachen Zusammenhangs genugt es, im Cauchyschen Inte-
gralsatz zu fordern, dass ¢ nullhomotop ist, d.h. sich in G stetig auf einen
Punkt zusammenziehen lalit.

Der Begriff homotope Wege wird auf Folie erklart.

Folgerung aus dem Cauchyschen Integralsatz:

Sei f(z) holomorph auf einem Gebiet G. Dann gilt fir zwei geschlossene
Wege c und c:

c,c homotop = &%ANV dz = Kﬂxﬁmv dz
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Beispiel: FUr jede einfach geschlossene Kurve ¢, die den Punkt zg € C
(einmal) im positiven Sinn umlauft, gilt

dz .
&|”MQ3
Z— 20

C

Denn ¢(t) ist homotop zu &(t) = zg + €, 0 < t < 2.

Definition:
Fiir eine geschlossene, stiickweise C1—Kurve ¢ : [a,b] — C \ {zo} heilt

1 d
Uml (¢, zg) := Mm ©

wﬂ@n zZ — 20

die Umlaufzahl von c bezuglich des Punktes zg.

Die Umlaufzahl ist stets eine ganze Zahl und gibt an, wie oft der Weg ¢ den
Punkt zg in mathematisch positivem Sinne umlautft.
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3.3 Die Cauchysche Integralformel, Taylor—-Entwicklung

Satz: (Cauchysche Integralformel)

Sei f(z) holomorph auf einem Gebiet G, zg € Gund ¢ : [a,b] — G\ {20}
ein zum Punkt zg homotoper Weg, der zg im positiven Sinn einmal umlauft.
Dann gilt

IO

Mﬂsn zZ — 20

f(z0) =

Beweis:

Der Weg c laldt sich innerhalb von G \ {zp} auf einen Kreis k-(t) = zg9 +
re’, 0 < t < 27 zusammenziehen. Daher gilt

27 i
fG) g @ FfGotre)

z — Z VAR A \\,Q&w
c 0 o 0 0

ire’ dt
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2T .
1t .
E&N _ E&NH ﬂimo%am v%ma&
zZ — 20 zZ— 20 rett
= kr 0
21
= &\%Awo;lﬁm:d&
0

Im Grenzfall » — O erhalten wir offensichtlich die Beziehung

21
0 \ f(zg 4 re®t) dt — 2mif(z0)
0

Da das Integral ¢ I(2) 1. aber unabhangig von r ist, folgt
C

z2—2zQ
E&N = 27if(zg)
) z— 20
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Bemerkung:

1) Fur einen beliebigen zg—homotopen Weg in G \ {zg}, der den Punkt
zo hicht notwendigerweise genau einmal durchlauft, gilt

f(z)

zZ — 20

dz = 2mi-Uml (c, zg) - f(z0)

C

2) Nuitzlich ist folgende heuristische Herleitung: aus der Taylor—Formel

vaANOV

(z — z0)"

f(z) = f(z0) + MU

folgt

flz) _ S( OV._.MU,\w AoVANINOV\,TH

zZ — 20 Nlmo
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2) (Fortsetzung)
Formal erhalten wir damit

f(2) _ [ f(20) F) (20) k-1
oy&m = omlwo&wn_umx o (z — z0) dz
= 2mi- f(20)

Beispiel:

Zu berechnen sei das Integral

1
fl e
J 14+ 22

wobei c die Achterkurve bezeichnet, die den Punkt zqy = 7 einmal im posi-
tiven Sinn, den Punkt zo = —: einmal im negativen Sinn umlauft.
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1) Berechnung mittels Partialbruchzerlegung

M@% - M@th@iv%nw.&ANM&
&Nu_u@ Wm N&IN@.

= wTwi.v _ w@iv — on

2) Berechnung mittels Cauchyscher Integralformel

1 1
ot = (g2,
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Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel:
Korollar 1:  (Mittelwerteigenschaft)

Ist f(z) holomorph auf dem Gebiet G, so gilt fir zg € G, K,(zg) C G die
Mittelwertformel

27
1 .
f(z0) = 5= o\ f(z0 + reit) dt

Korollar 2: (Maximumprinzip)

1) Ist f(z) holomorph auf G und besitzt | f(z)| sein Maximum in zg € G,
dann ist f(z) eine konstante Funktion.

2) Ist f(2) stetig auf G und holomorph auf G, so nimmt |f(z)| sein Ma-
ximum stets auf dem Rand oG an.
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Korollar 3: (Fundamentalsatz der Algebra)

n
Ist p(2) = . az"* ein Polynom vom Grad n > 1 und a,, # 0, so besitzt
k=0
p(z) wenigstens eine Nullstelle in C.

Beweis:
Annahme: das Polynom besitzt keine Nullstelle. Dann ist die Funktion

1

f(z) =
p(2)

holomorph auf ganz C. Nun gilt

1

FGI = anz™ -+ QSIHN:IH + ...+ ap
1 1

z|™ lan + @:IHW + ...+ QONF:
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Im Grenzfall z — oo erhalten wir also

lim [f(z)[ =0

Z— 00
Daher muss |f(z)| in einem Punkt z5 € C das Maximum annehmen und
nach dem Maximumprinzip folgt f(z) = const.

Demnach ist auch p(z) = const und wir setzen

p(z) =«
Es gilt dann
anz" + @:IHNSIH +...4+ag =«

und wir erhalten durch Koeffizientenvergleich a,, = 0, also einen Wider-
spruch.
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Satz: (Taylor—Entwicklung komplexer Funktionen)

1) Ist f(z) auf einem Gebiet G C C holomorph, zg € G, soist f(z) in
jedem Kreis K, (zg) C G in eine Potenzreihe entwickelbar

oo

F() =3 ap(z—20)" |z—z0<r

k=0
Den Punkt zg nennt man den Entwicklungspunkt.
Insbesondere ist f(z) auf G beliebig oft differenzierbar mit

f'(2) = Y kap(z — 20)" 1

k=1
2) Die Koeffizienten a;. der Potenzreihe sind gegeben durch

1
ap = mus@a
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Satz: (Fortsetzung)

3) Fur den Konvergenzradius R der Taylor—Reihe gilt
R > sup{r >0 : K;(z9) C G}

4) Analog zur Cauchyschen Integralformel

=t 19,

211 zZ — 20
|z—zg|=r

gilt fir die Ableitungen von f(z) die Formel
_
\A:v (z0) = e Mw A f(z) dx

271 z — zg)nT1
[z2—z0|=7

(Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel)
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Beweis Teil 4):
Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

e = § T

271 ¢ — 20
[¢—zo0|=7

wobei der Kreis | — zg| = r einmal im positiven Sinn durchlaufen wird.
Liegt nun z innerhalb dieses Kreises, d.h. |z — zg| < 7, so folgt ebenfalls

fo= f I

211 (—z

|C—20|=r
Wir schreiben nun
1 . 1 ¢ — 20
¢—z ¢—z20 (C(—20)—(2—20)
. 1 1
T _ 4 (z—29
¢—% 1 Amlmov
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Der letzte Ausdruck auf der rechten Seite ist der Grenzwert der geometri-
schen Reihe, d.h.

1 B Wou zZ — 20 &
z—z T B
1-(E3) k=0 \¢ -
und wir erhalten damit
1 1 X [z — z0 &

(=T o

¢ — 20 =0 ¢ — 20
FUr den Integranden in obenstehendem Integral folgt

QO _ <« f©)
C—z B wMHUO (¢ — zg)Ft1

(2 — 20)"
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FUr die Integralformel ergibt sich damit

Da die Potenzreihe gleichmaldig konvergiert, kann man Summation und
Integration vertauschen und wir erhalten

— | 1 o)
f)= ). |5= & (¢ — 2g)FF1

=0 2711

[(—zo|=T
Ein Koeffizientenvergleich in der Potenzreihe ergibt wegen 2)

1 1 S ()
m\.ﬁ\av (z0) = ap — |_A K_ (¢ — Nval_lH
—zo|=r

2T
und damit die verallgemeinerte Cauchysche Integralformel.

d¢| (2 — z0)"

dg
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Satz: (Cauchysche Ungleichung)

Sei f(z) holomorph auf G, zg € G, Kr(2g9) C G. Fir die Koeffizienten der
Taylor—Entwicklung von f(z) um zq gilt dann die Abschatzung

ii@oi i?v
mit
M(r) = max [/l
Beweis:

Aus der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel

() () = " f(2)
N (20) = 5o K (o — NOv:._lH dz

2= 20| =r
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folgt direkt

L .(n) 7 1 |f(2)]
— < — - max - 2
el (z0)| < PRI I Comper=s g Rl
1
— e M(r)

Satz: (Satz von Liouville)

Ist f(z) holomorph und beschrankt auf C, so ist f(z) konstant.
Beweis:
Aus der Cauchyschen Ungleichung folgt im Grenzwert »r — oo

fM()=0 VzeC,n>1
Damit ist auch f/(z) = O flir alle z € C und f(z) = const.
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3.4 Singularitaten, Residuen
Satz: (Laurent—Entwicklung)
1) Sei f(z) auf einem Gebiet G C C holomorph, zg € C (Entwicklungs-
punkt), 0 < r < R mit
K; p(z0) i={z 1 T < |z — 20| < R} C G
Dannist f(z) auf NﬂmANOV in eine Laurent—Reihe entwickelbar:

O

f)= 3 ap(z—20)% F<l|z—2|<R

k=—o0
2) Fir die Koeffizienten gilt (r < p < R)

1 £(0)
=5 f (¢ — zg)F L

= — d¢ (keZ)
271
|C—2z0|=p
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Satz: (Fortsetzung)

3) Die Reihe konvergiert innerhalb des groten Kreisringes K. r(z0),
der noch innerhalb von G liegt, in jedem kleineren (kompakten) Kreis-
ring K,,,p,(20) ist die Konvergenz absolut und gleichmafig.

Beweis:

Gegeben sei ein Kreisring K, p(20) CG, 7T <1 < R < R mit den beiden
Randern

|
N
o
_I_
=
Cb@
(@)
A\
~
A\
N
)

cr(t)
cp(t) = zp+ Re, 0<t<2r
Behauptung:

Nach dem Cauchyschen Integralsatzes gilt fir einen Punkt z € K, r(20)
die Beziehung

1 Q15
() = Mﬂ&om ¢ — N&m Mﬁs n — N
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Seien dazu die beiden Kurven c1 und c» definiert wie auf der Folie ange-
geben. Dann qilt:

f(C) f(¢) _ [ fQ) f(¢)
nmnlw&m &mlm |Sn|w&m+&mlw
= 2mwi-f(z)4+0

Wir versuchen nun, fur die beiden Kurvenintegrale eine Reihendarstellung
herzuleiten:

Sei zunachst ¢ ein Punkt auf cp, d.h. | — zg| > |z — zg|. Dann gilt
1 1 ¢ — 20
(-2 (-2 (20— (=20
1 1 1 X (z—2\"

- nlmo.HIATNovalmo.wMHUo ¢ — 20

¢—20
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Setzt man diese Formel in das Kurvenintegral ein, so folgt direkt

1 £(O) "
o d¢| (z — zg)
-wimm (¢ — zp)kt!

1 s

wﬁ@om (—z =0

Sei nun ¢ ein Punkt auf ¢, d.h. | — zg| < |z — 2¢]|. Dann gilt

1 . 1 zZ — 20
(—z  z—2 ((—20)—(z—20)
B 1 11 & -2\
T i 1) rom S\t

_ Wm (z — z9)™ (m= —(k+1))
(¢ — zp)m Tl

m—=-—-aoo
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Einsetzen in das Kurvenintegral uber ¢, ergibt demnach

1 f(O)
- 2i & (¢ — zp)k+1 dc| (== z0)"

Mﬁs n — N wlloo

Addiert man nun beide Reihendarstellungen, so folgt

O

f)= Y ap(z—20)", r<|z—2|<R
—_

wobei die Koeffizienten durch
1
\& O 4 k=012
2mi ) (¢ — z0)FFT

ﬁuAH Ev .
wﬁ.&ﬁ|§%+p% .w||r|wv|w“

gegeben sind.

110



Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt dann auch

IH 20
" w|§._n & (¢ — zg)FT1 i (keZ)
—z0|=p

fUr ein beliebiges p € [r, R].
Bemerkung:

1) Die Laurent—Entwicklung von f(z) ist bei vorgegebenem Kreisring
eindeutig bestimmt.

2) Ist f(z) holomorph im gesamten Kreis K 5(zp), so gilt aufgrund des
Cauchyschen Integralsatzes fur k = —1, —2, —3, ... die Beziehung

Qw”O

und die Laurent—Entwicklung stimmt dann mit der Taylor—Entwicklung
uberein.
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Beispiel:
Wir betrachten die Funktion
Sin z

f(z) =

mit Entwicklungspunkt zo = O und _Aﬁm_m::@ 0 < |z] < 0.

Mit der Taylor—Entwicklung

00 L NMN?:
Sinz = —1
© WWAHVG?+S_
erhalten wir die Laurent—Reihe
sSin z 22k—1 1 z 23

f) == MA Dk =--Z4i

2k+ 1) 2 31 ' 5l
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Beispiel: Wir betrachten die Funktion

1
f(z) =
(z+1)(z —2)
mit Entwicklungspunkt zo = 0. Der Nenner hat zwei Nullstellenin z = —1

und z = 2. Es existieren daher drei Laurent—Entwicklungen, namlich in
1z] < 1,in1 < |z] < 2,undin |z]| > 2.

Fdr den Kreisring 1 < |z| < 2 gilt etwa:
1 1 1 1 1 1 1 1

I = 3 573 k1T 6 1-22 3. 1+1/s

= (&) 56 5 50

=0
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Definition: Sei f(y) holomorph auf einem Gebiet GG. Ein Punkt zo &
C heildt isolierte Singularitat von f(z), falls ein »r > 0 existiert mit
Nm‘ovﬁANOv C G.

Ist f(2) = X ar(z — z0)* die Laurent—Entwicklung in Ko r(20), so nennt
man

1) den Punkt zg eine hebbare Singularitat, falls a;, = O furalle £k < 0
gilt,
2) den Punkt zg einen Pol der Ordnung m € N, falls gilt
a_m#0 AN VkE<-m ! a.=0

3) den Punkt zy eine wesentliche Singularitat, falls a; = 0 fur unend-
lich viele k£ < O gilt.
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Beispiele:

1) Der Punkt zg = O ist eine hebbare Singularitat der Funktion

Sin z
f(z) = :
Z
denn die Taylor—Entwicklung lautet
sinz _ z? n 2t
Z 3! 51
2) Die Funktion
Sin z
,\,ANV - NM

hat in zg = 0 einen Pol der Ordnung 1.

3) Rationale Funktionen haben keine wesentlichen Singularitaten: sei

p(z)
q(z)

f(z) =
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eine rationale Funktion. Die Singularitaten sind die Nullstellen von
g(x). Ist nun zg eine m—fache Nullstelle von ¢(z), so gilt

0(2) = (2 — 20)"r(2), r(z0) 0 — f(2) = - g(2),

(z —20)™

wobei g holomorph in zg ist. Daraus folgt

“_. ©.@)

f(z) = 3 ap(z — 20)"

(z — z0)™ k=0
d.h. zg ist ein Pol der Ordnung < m oder eine hebbare Singularitat,
falsag =a1=...a,_1 =

4) Die Funktion f(z) = el/# hatin z5 = 0 eine wesentliche Singularitat,
denn es qilt

R TO RSO TO N

Z
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Satz: (Klassifikation von Singularitaten)

1) Ist zg eine habbare Singularitat, so existiert der Grenzwert
lim,—., f(z). Die Funktion

~ f(z) L 2 FEz
f(z) = N_mlmmo,lmv ; N”Nw

ist eine holomorphe Fortsetzung von f(z).

2) Ist f(z) in einer Umgebung von zg beschrankt, so ist zg eine hebbare
Singularitat.

3) Ist zg ein Pol von f(z), so gilt

lim f(z) = o0
2—20

4) Ist zg eine wesentliche Singularitat von f(z), so bildet f(z) jeden
Kreisring Ko -(z0) auf C oder C \ {a} ab.
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3.5 Komplexe Partialbruchzerlegung, Residuensatz
Definition: Besitzt die Funktion f(z) bei zg die Laurent—Entwicklung

oo

F(2) = ap(z—20)f, 0<|z—2z| <

— OO

SO hennt man

h(z; z0) =Y ap(z — 20)"

— 00

den Hauptteil von f(z) zum Entwicklungspunkt z.

Satz:
Ist r(z) = p(z)/q(z) eine rationale Funktion, wobei der Grad des Zahlers
echt kleiner als der Grad des Nenners ist, und sind zq, ..., zy, die (ver-

schiedenen) Nullstellen von ¢(z), so gilt

r(z) =h(z;21)+ ...+ h(z; 2m)
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Beweis:
Idee: Wir zeigen, dass die Funktion g(z) definiert durch

m
9(2) =71(2) = Y h(zi )
j=1
beschrankt und auf ganz C holomorph ist. Nach dem Satz von Liouville
folgt dann, dass g(z) konstant ist. Mit Jim g(z) = 0, folgt dann die Be-
hauptung.

Offensichtlich ist g(z) holomorph auf dem Definitionsbereich C \
{z1,...,2zm} und die Hauptteile der Laurent—Entwicklungen zu den Ent-
wicklungspunkten z4, ..., z;, verschwinden identisch.

Demnach sind die Punkte z1, ..., zm; hebbare Singularitaten und ¢g(z) ist
holomorph auf ganz C. Wegen grad p < grad q folgt

lim r(z) =0

Z— 00
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und damit auch

lim g(z) =0

Z— 00
Also ist g(z) beschrankt und holomorph auf ganz C. Nach dem Satz von
Liouville folgt

g(z) = const
und aufgrund des Grenzverhaltens fur z — oo folgt
9(z) =0

Anwendung des Satzes:

Die Partialbruchzerlegung einer komplexen rationalen Funktion kann uber
die Hauptteile der Laurent—Entwicklungen berechnet werden, wobei die
Entwicklungspunkte gerade die Singularitaten der rationalen Funktion sind.
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Beispiel:
Man bestimme die Partialbruchzerlegung der Funktion

A
I& = CE DG -1

Der Nenner besitzt die beiden Nullstellen z = —1 und z = 1. Wir be-
stimmen daher die Hauptteile der Laurent—Entwicklungen um gerade die-
se beiden Punkte.

1) FUr z = —1 schreibt man

f(z) =

1 . 4
(z+1)2 2—-1

N——
9(z)
Nunist g(z) in einer Umgebung des Punktes z = —1 holomorph und kann

In eine Taylor—Reihe entwickelt werden. Es gilt daher

1
M=

(2= G+ 1D +0(G=+1)?)
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und wir erhalten damit

2 1
h(zi—1)
2) Analog schreiben wir fur den Punkt z = 1

1 . 4
z—1 (z41)2
9(2)

f(z) =

und erhalten durch Taylor—Entwicklung

1

fz) = —= (1-(G-1D+0(-1)?)
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Demnach ist die komplexe Partialbruchzerlegung von f(z) gegeben durch

2 1 1

AN|_|CMIN|_|H|_|NIH

fz) = -

Definition:

Ist zg eine isolierte Singularitat von f(z), so besitzt f(z) eine Laurent—
Entwicklung zum Punkt zg, d.h.

oo

F(2) =3 ap(z—20)", 0<l|z—2z <r

— OO

Man nennt dann

Res (f;z0) :=a_1

das Residuum von f(z) in z.
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Satz: (Residuensatz)

Sei G ein Gebiet, f : G\ {z1,...,zm} — C sei holomorph, ¢ eine ge-
schlossene, stiickweise C1—Kurve in G\ {z1,..., zm}, die in G nullhomo-
top ist, d.h. innerhalb von ¢ liegen hochstens die isolierten Singularitaten
z1,...,2m. Dann gilt

?@S dz = 2mi WU Uml (¢: z;.) - Res ([ 21,)
C k=1

Beweis(idee):
Eine Skizze zur Beweisidee findet man auf der Folie.

1) Zunachst genugt es, die Singularitaten, die innerhalb von c liegen, zu
untersuchen, da sonst die Umlaufzahl Null ist.

2) Man zerlegt c in geschlossene Kurven cq,...,cs, sodass jede dieser
Kurven c; nur Singularitaten mit gleicher Umlaufzahl [; enthalt.
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3) Jede Kurve c; ist innerhalb von G \ {z1,..., 2m} homotop zu einer [ ;-

fach durchlaufenen einfach geschlossenen Kurve ¢, siehe Zeichnung auf
Folie.

Daraus folgt
f(z)dz = f(z)dz = l:- ¢ f(2)dz
K QMUHM MU &

4) Jeder einfach geschlossene Weg ¢; kann in m_:m Summe von Kreisen

um die Singularitaten innerhalb von ¢; zerlegt werden, siehe Zeichnung
auf Folie.

Daraus folgt

NANANV dz = \AMH;UH Uml (c; z) K f(z)dz

|z—zk|=p
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Mit der Laurent—Entwicklung um z;. gilt aber

K f(z) dz & | Wow a;(z — 21)) dz

|z2—zk|=pp |z—zp|=pp 7T

Wow a; - & (z — 23) dz

J=7 |z—2|=py

= 2mi-a_q1 = 2mwi-Res (f; z;)

Fur die Kurve in der Beweisskizze erhalt man also

§1(z)dz = 2mi- [2Res (f; 21) + Res (f; 22)

+Res (f; 23) + 2Res (f; z4) + 2Res (f; 25)]
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Methoden zur Berechnung von Residuen

Satz:
1) Ist zg ein einfacher Pol von f(z), so besitzt f(z) eine Darstellung der
Form
g(2)
fz) = 2
z — 20
mit einer in zg holomorphen Funktion g(z). Fir das Residuum gilt
dann

Res (f;z0) = g(z0) = Jim (z — 20) f(2)

Z—20
2) Ist f(z) = p(z)/q(z) mitauch in zg holomorphen Funktionen p und ¢
eine rationale Funktion und zg eine einfache Nullstelle von ¢(z), so
gilt
p(20)

Res (f; z0) = 7 (20)
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Satz: (Fortsetzung)

3) Gilt f(z) = g(2)/(z— 2z9)™, m > 1 mit einer in einer Umgebung von
zo holomorphen Funktion g(z), so gilt

g{m=1) (20)
(m—1)!

Res (f; z0) =

Beweis:

Die erste Aussage ist ein Spezialfall von Teil 3), der Uber Taylor—
Entwicklung bewiesen werden kann, da g(z) in einer Umgebung von zg
holomorph ist:

o) =93 _ 5~ g% (z0)

(z — zg)™ =0 k!

Man kann dann direkt das Residuum ablesen und es folgt

Lo g{m =1 (20)
-1 (m—1)!

= Res (f; z0)
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Beweis: (Fortsetzung)
Fur Teil 2) definieren wir

q(z) =: (z — z0)r(2)

Dann ist »(z) im Punkt zg holomorph fortsetzbar mit »(zg) # 0.

Damit ist die Funktion

_ p(2)
g(z) = ()
bei z = zg holomorph und wir erhalten fir f(z) die Darstellung
g\=<
Flz) = 22
zZ — 20

Nach Teil 1) folgt wegen ¢'(z) = r(z) + (z — 20)7'(2)

p(20)

Res (f; z0) = g(20) = (20)
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Beispiel: Fur die Funktion

1
z) =
IO =62
hat man nach Teil 1) des letzten Satzes
1 1
Res - —1 e e
(f ) z—2l,=_1 3
1 1
Res(f;2) = = =
z+1ll,—> 3
Beispiel: Fur
1
f& =15
gilt nach 2)
1 1 1 1
Res(f;i) = — = — Res(f: —i) = — - _

Dolo—i 27 Doly—e i 24
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Beispiel: Die Funktion
m&w

hat bei zg = 7 einen Pol zweiter Ordnung. Nach dem letzten Satz, Teil 3),
gilt

Res (f11) = g/(i) = —

wobei die Funktion g(z) aufgrund der Darstellung
m&w

1) = 26 02

durch

@sN

2(z +1)2

9(z) =

gegeben ist.
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3.6 Berechnung reeller Integrale mittels Residuensatz

Satz:
Sei r(x) = p(x)/q(x) eine rationale Funktion, die keine Singularitaten
auf R besitzt, und es gelte grad (¢) > grad (p) + 2. Dann gilt
@)
\ r(z)de =2mi »_ Res(R;z)
—00 Im z>0
Beweis:

Wegen grad (¢) > grad (p) + 2 existiert nach dem Majorantenkriterium
das oben stehende uneigentliche Integrale, denn fur x > 1 gilt

p(z)| _ ¢

q(z)| ~ 22
Wir approximieren jetzt das uneigentliche reelle Integral durch ein komple-
xes Integral entlang einer Kurve (siehe Folie).
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Ist » hinreichend grof}, so liegen alle Singularitaten z;, von r(z) mit strikt
positivem Imaginarteil innerhalb der Kurve c¢1 + c».

Daraus folgt

MQS.MU_Nmew“va” Mw ﬁANVQN“ \imv &Nu_u \ﬁﬁmv &N
Im z;,>0 c1+co c1 2
Nun gilt
\lmv dz = \ﬂ r(z)dz — Mo r(z)dz (r — o0)

Weiter berechnet man

[r()dz | < max|r(2)] -7 < 7S -0 (r— oo)
|z|=r T

c2
Daraus folgt direkt die Behauptung.
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Beispiel: Wir untersuchen das uneigentliche Integral

T do
\ 14+ 26
—00
Die Funktion r(z) = 1/(1 + 2°) besitzt sechs Polstellen, von denen drei
in der oberen Halbebene liegen, namlich %m“ %mu %m%. Ferner qilt
. 1 2k
Res (r; z;,) = 6.5 . =%

Damit folgt

@)
dx . - x 5
\ — = 2m Allmso — —¢'2 — —€'6 v
R 1+ 26 6 6 6



Beispiel: Wir untersuchen das Integral

O

QNEH
\ > m&cﬁ @VOVEVO
x a

— OO
Der letzte Satz laldt sich nicht direkt anwenden, aber wegen
m@.EN e~ WY 1 C

= < < (y = 0)
z2 4+ a? 122 + a?| ~ 224+ a?| T 2|2

entlang des Weges c», gilt die Aussage analog.
Wir erhalten also

oo

%EH Q&EN
\ 210 dr = 2w »_ Res 2 a2 2. | = 2mi Res
—00 Im N\AVO
W2
. € ™ _
= 27 = —¢ ¥
2z a

Wz

NMu_u@m_
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Weitere Anwendungen: (ohne Beweis)
Satz:

Sei f(z) holomorph auf {z : Imz > —e}, ¢ > 0, mit Ausnahme endlich
vieler Singularitaten in der oberen Halbebene Im z > 0.
Gilt

lim z) = 0,
_N_Iyoov\,qwoxA )

so folgt

CHW \ f(2)e” de = 2mi > Res (f(2)e¥; z1.)
Im 21.>0
Beispiel: Es qilt

©¢) oo .
COSx T SINx

14+ z2 e 14+ z2

— 0 — OO
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Satz:

Sei 7(z) eine rationale Funktion ohne Polstellen in 0 < z < oo und es
gelte gradq > grad p. Fur 0 < a < 1 gilt dann

@)

M.
\l&v &&H i. M _»mm lmv“ Nw
T 1 — mlwﬂQs pre

0 z,€C\{0}

Dabei ist folgender Zweig von z® zu wahlen:

AR ﬁm&ﬂv 0 < @ <2r = %= ﬁQQ&Q%
Beispiel:

Man berechnet
o0

1 s
o\&@ﬁ + x) da = sin(ma)
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Kapitel 4: Die Fourier—Transformation

Wiederholung aus Analysis ll: Fourier-Reihenentwicklung

Sei f : R — C eine T—periodische, stiuckweise stetige Funktion:

1) = @%+ WU (ay, cos(kwt) + by, sin(kwt)

k=1
Y

@ = = \ £(r) cos(kwr) dr
_T/2
N

b, = T \ f(7)sin(kwT) dt
_T/2

Reelle Darstellung der Fourier—Entwicklung mit w = 27 /T.
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Satz: (Konvergenzsatz)

Sei f : R — C T—periodisch, stuckweise stetig differenzierbar.
Betrachte die zugehorige Fourier—Reihe

Fp(t) = @% + WU (ay, cos(kwt) + by, sin(kwt))
k=1

1) Die Reihe konvergiert punktweise und fur alle ¢t € R gilt:
1

Fy(t) = 2 (FGF) + £(7)

2) In allen kompakten Intervallen [a, b], in denen f(t) stetig ist, ist die
Konvergenz gleichmalig.

Bemerkung:

Stetigkeit von f(t) reicht flr die Konvergenz der Fourier—Reihe nicht.
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Komplexe Darstellung

f@&) = Y ettt
—
. T2
_ = —tkwT
wo= 5 [ f@e
_7/2

Grundidee der Fourier—-Transformation
Betrachte den formalen Grenzwert T" — oo, um eine Fourier—Entwicklung
fur nicht—periodische Funktionen zu erhalten

| T/2
f(t) = oy IMU Wkt \ ,\»?.vml&&wﬂ dr | Aw
h=—00 —T/2

Riemannsche Summe mit Aw := w und w;, := kAw.
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Definition:
Die Funktion F'(w) gegeben durch

@)
F(w) = \ f(r)e ™7 dr
— o0
heil3t (sofern sie existiert!) die Fourier—-Transformierte (Spektralfunktion)
von f(t).
Die Darstellung
oo
£y = & | Fet o
2T
— 0
nennt man das Fourier—Integral (Spektrale Zerlegung) von f(t).
Beide uneigentlichen Integrale sind im Sinne des Cauchyschen Hauptwer-

tes zu berechnen.
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Bemerkung:

Die Fourierkoeffizienten (v ).cz einer periodischen Funktion f(t) bilden
das diskrete Spektrum von f.

Die Fourier—Transformation (F'(w)),,cr einer nicht—periodischen Funktion
liefert das kontinuierliche Spektrum.

Andere Schreibweisen:
o0
FINW = [ fe ™ dr
— 00
1 wwt

—F(w)e™" dw

27T
Fourier—Transformation und inverse Fourier—Transformation

FHFI(t)
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Bemerkung:
Durch Zerlegung in Real- und Imaginarteil erhalt man die reelle Darstel-
lung der Fourier—Transformation

0

Flw) = \iﬂxnoﬂeiLm_ieiv%
=: a(w) — b(w)
mit
a(w) = \\?vooﬂ&i% (gerade Funktion)
b(w) = \,\Alm_:?ﬁv% (ungerade Funktion)

— 0
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Dann gilt auch die Darstellung des Fourier—Integrals:

£(t) = W [ (aw) — ib(w))(cos(wt) + isin(wr)) de

_ w \ (a(w) cos(wt) + b(w) Sin(wt)) duw
0]

Zusammenfassung: (Sinus—, Cosinus—Spektrum)

£(t) = w [ (aw) cos(wt) + b(w) sin(wt)) de
0

@) @)

a(w)

— 00 — 00

\ F(r)cos(wr) dr,  blw) = \ £(r) sin(wr) dr

144



Beispiel:
Wir betrachten den Rechteckimpuls der Form

1l : —a<t<a
NQVHAO ”_N_V@

Dann berechnet man

00 a
Flw) = \ F(t)e~ @t gt = \ et gy
—00 —a
1 . @ 1 . .
— |.|®|s€ﬂ — |.|A®|s€@ . msoc@v
1w —a 1w
2

—sin(wa) : w#0

w
2a c w=2~0
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Umkehrung:

T2 sin(wa)

R = -

mso& dw
w

= — ———2 cos(wt) dw

1 wom_iesivv 1 MMEESLVJ

W 2T
— 00 — 00

w

Dies sind sogenannte Dirichlet-Integrale der Form

CHW \ m_sAQ&v g

und man verwendet zur Berechnung den Residuensatz.
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Es folgt:

(

™ . a>0
OI<<\m_3A©§v de =< 0 : a=0

—m7 . a<O

Damit ergibt sich die Umkehrung in der Form

p

it < a
HEI®) =

1
1
— t=a
2

0 it| > a

Bemerkung:
Man beachte insbesondere die Mittelwerteigenschaft

Fy() = (FG) + 1))
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Beispiel:
Gegeben sei die Funktion (a > 0)

e at - t+>0
) = ﬁ 0 : t<O
Dann qilt:
0 @)
Flw) = \ F(t)e~ @t gt = \ e~ (atiw)t gy
—00 0
_ |F@|s+§i8 -1
a + w 0 a + iw

Umkehrung wieder mit Hilfe des Residuensatzes:

FRm={" 1129

und F~L1[F](0) = 1/2.
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Konkrete Berechnung:

FHFI()

”_. 1L
[
271 xr — 1at

— 00

12
> Res Am|. mwv

Im z,.>0 z —at
e—at t >0
0 t<O
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Beispiel:
Gegeben sei die Funktion (a > 0)

(&) = el
Dann qilt:
©.@)
Fw) = \ e~ altl g—iwt gy
— OO0

o)

[
—

oo
QAQI&EX dt + \®|A9+&€$ dt
—00 0
— F + F
a — 1w a + iw
2a
a2 + w2
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Satz: (Existenz und Eindeutigkeit)

1) Ist f(t) stlickweise stetig und absolut integrierbar, d.h.
225 1 f ()] dt < oo, so existiert die Fourier—Transformierte

©.@)
F(w) = \ F(t)e ™t gt
— 0
fir alle w € R. Das Integral konvergiert gleichmafig und F'(w) ist
stetig.

2) Ist f(t) eine stiickweise C1-Funktion und absolut integrierbar, so gilt
farallet € R:

.Ew
UG + f(#H)) = CHW \ F(w)S—dw
3) Sind f1, fo wie in 2) mit F1(w) = Fo(w) fur alle w € R, so folgt

f1(t) = fo(t) in allen Punkten ¢, in denen f1 und f> stetig sind.
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Rechenregeln:
Im Folgenden seien f,g,... : R — C stuckweise stetig und absolut inte-

grierbar. Mit F'(w), G(w), . .. bezeichnen wir die entsprechenden Fourier—
Transformierten.

1) Linearitat

Flflw) + Flgl(w)
aF[fl(w)  (aeC)

FIf + gl(w)
Flafl(w)

2) Konjugation
Flfl(w) = F(~w)

denn:

O oo

FIN@) = [ FOe™tat= [ fye ) at

— 0 — 00

152



Rechenregeln: (Fortsetzung)

3) Streckung
1 w
FUElw) = o F (7)
denn:

\ flct)e ™t dt = sgn(c) \ %Aﬂvml&aw - dr = E \ %Aﬂvml&mﬂ dr

— 00 — 0

4) Verschiebungssatze

Flf(t - a)l(w) = e F(w)
Fle f()](w) = F(w —a)

Folgt durch direktes Einsetzen
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Rechenregeln: (Fortsetzung)

5) Faltungssatz

Man nennt
(F)(®) = [ J@t=7)g(r)dr
die Faltung der Funktionen f und g. Es qilt
Flf xg9lw) = F(w)- G(w)
FIf - gl@) = o-(FxG)w)
T
denn:

.ﬂ:*,&“\ \\Qlﬂvb?.v&ﬂ e "Wt qt

— OO — OO
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Rechenregeln: (Fortsetzung)
5) Faltungssatz (Fortsetzung)

(O O NG ©)

Flfg] = \ \273,@3% et gy

— 00 — OO

= [ [ = Ug(r)em T drat

— 00 —00

(O O EENG ¢)

— \ \ Flt —1)e~ @) gi | g(r)e 7 drat

— 0 — OO

= Fw)- \ g(P)e T drdt = F(w) - G(w)
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Beispiel:
Fur die Faltung g = f x f des Rechteck—Impulses

1 —1<t<1
) = 0 : |t{>1
gilt
i Dt : —2<t<2
QSH\HELV%H o sz

Aus dem Faltungssatz folgt mit dem Beispiel oben direkt

4 5 .
G(w) = F(w) - F(w) = Mm_s w . w#*0
4  w=20
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Rechenregeln: (Fortsetzung)

6) Differentiation
Ist £(¢) eine stiickweise C1—Funktion mit endlich vielen Unstetigkeits-
stellen 71, ..., 7 und sind f(¢), f'(¢t) absolut integrierbar, so gilt:

.mﬁ.?a\u_ﬁtv = wF(w) — MU ANAQ.\MTV _ \;A\J&Ivvmls«cﬁﬂ

k=1
Beweis mittels partieller Integration (auf Folie).

Ist f(¢) sogar stetig, so folgt F[f'](w) = iwF(w) und unter entspre-
chenden Voraussetzungen gilt sogar:

FIFM)(w) = (iw) F(w)

Wesentliche Eigenschaft zum Einsatz der F-Transformation bei
DGLSs!
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Beispiel:
Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung

y'(t) + ay'(t) + by(t) = c(t)

mit den Grenzbedingungen

lim y(t) =0, lim /() =0

[t| =00 [t| =00

Man berechnet nun die Fourier—Transformation der DGL;

Flyllw) = Y(w)
Fly'l(w) = —iwY(w)
Fly"l(w) = —w?Y(w)
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Die Fourier—Transformation der DGL lautet damit:

(—w? + iwa 4+ b)Y (w) = C(w)

und es ergibt sich
C(w)

Yiw) = —w?2 4 iwa+b

Daher gilt

y(t) =

% i Q?.v w(t—T)
Mﬁ\ \ IEwn_u&E@u_l@m drd

-0 =00

Rucktransformation ist dargestellt als Faltungsintegral.
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Anwendungen der Fourier-Transformation

1) Partielle DGL's: Warmeleitungsgleichung

Ut = Ugg, —o<r<oo, t>0

u(z,0) = ug(z)
Fourier—Transformation bezuglich der z—Variablen:

©.@)
U(w,t) = \Qﬁ%vﬁvmlssa&&
— 0

Damit folgt fur die Warmeleitungsgleichung

U = c(iw)?U, t>0,weR

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung in ¢ mit Parameter w.
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Daraus folgt:

Uw,t) = U(w,0)e "t

U(w,0) Us(w)

und damit

U(w,t) = Qo?cvmlgm@

Rucktransformation:
Anfangsbedingung

F~HUo] = ug ()
Weiter qilt

00
.mﬁl:mlmocwﬁ — % \ mIQ\cmﬁ ms.Ea dow
7T

— 00
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Es gilt

— 17 —cw?t 1 i —cw?t iw 1 i IQEMT_A.ER
F e _”|\m m&€”|\m dw
27 27

— 00 — 00
1 22
= — e 4ct
2/ mct

Aus dem Faltungssatz folgt dann

w(z,t) = F1 :\omlnsm“

]

1 z2
= uUg* | ——=e A4ct
0 AM,\ et v

(z—£)2
2 ug(€) de

”_. ©.@)
vV amct \ ©
— 0
Analoge Losungsdarstellung mit Hilfe der Greenschen Funktion.
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2) Partielle DGL's: Potentialproblem fur die Halbebene

Uzzy + Uyy = O, —o<r<oo, 0<y<x
u(z,0) = wup(x)
Fourier—Transformation bzgl. x (bei festem y) ergibt:
Uy = —(iw)?U = w?U
Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung in y mit allgemeiner Losung
Uw,y) = C1(w) eIV + Co(w) e W

Sucht man Losungen, die fur |y| — oo beschrankt bleiben, folgt

U(w,y) = Co(w)e W (C1(w) =0)
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Mit der Randbedingung u(xz, 0) = ug(x) folgt die Losungsdarstellung

U(w,y) = Up(w) e Iwl¥

Rucktransformation

F~1{Uo] ug(x)

1 2y
o1 y2 + 2
und Anwendung des Faltungssatzes ergibt

m.:l:mlfe_ﬁ

O

_1 Y .
wCey) =2 [ ey uo(€) de

— 00

Dies ist gerade die Poissonsche Integralformel fir die Halbebene.
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3) Das Abtastproblem

Von einer hinreichend glatten Funktion f(¢) seien nur die Werte an den
diskreten Punkten t;,, = kAt, k € Z, bekannt.

Frage:

Lalt sich f(t) aus diesen Abtastwerten f,, = f(t¢;) eindeutig rekonstruie-
ren?

Beispiel 1:

Sei f(t) ein Polynom vom Grad n. Dann bendétigt man (maximal) (n + 1)
Werte, um das Polynom mittels Polynom—Interpolation zu bestimmen.
(Lagrange—Interpolation aus Analysis Il)

Beispiel 2:

Sei f(t) eine T—periodische Funktion mit Fourier—Entwicklung

fO) = Yyt w="

k=—00
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Beispiel 2:
Sei f(t) eine T—periodische Funktion mit Fourier—Entwicklung

@)
f= Y wet,  w=2"
k=—o0
Annahme :
Es treten nur endlich viele Frequenzen auf, d.h.
m
FO= Y wett,  w=2T
e T

Die Funktion f(t) ist also ein trigonometrisches Polynom. Damit ist f(¢t)
durch die Unbekannten v_,,, . . ., vm eindeutig bestimmt.

Interpolationsproblem:
Taste Funktionswerte an den folgenden Stellen ab:

T
tr=k-At, k£k=0,1,....2m+ 1, At<
2m + 1
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Abtastheorem von Shannon

Verallgemeinerung auf nicht—periodische Funktionen.
Nyquist—-Bedingungen:
1) Die Funktion f(t) besitze die endliche Bandbreite <2, d.h.
Flw)=0 V |w|l >

2) Die Abtastfrequenz 27/ At ist (mindestens) doppelt so gro® wie die
Bandbreite, d.h.

At

IA
> Q=

Dann laldt sich die Funktion f(¢) aus de
k € 7, eindeutig rekonstruieren.

Daten f(t;) mit ¢, = k - At,
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