Komplexe Funktionen fur

Studierende der Ingenieurwissenschaften

Ingenuin Gasser
Department Mathematik

Universitat Hamburg

Technische Universitat Hamburg—Harburg

Sommersemester 2010

nach Vorlage von Jens Struckmeier (SS 2003)

Kapitel 1: Funktionen einer komplexen Variablen

1.0 Wiederholung: Komplexe Zahlen

Zahlenbereichserweiterung des R:
Die Gleichung
x2 = a

soll fur jedes a € R eine Losung besitzen.
Komplexe Zahl

z=xz+1y, z,yeR
Die imaginare Einheit i ist die Losung von
2 =—1

Bemerke: Die zweite Losung dieser Gleichung ist —i.




Definition:

Der Korper der komplexen Zahlen C ist gegeben durch
Ci={z=z+4+1iy, z,yeR}

Geometrisch: komplexe Zahlenebene oder Gaul3sche Zahlenebene.

Definition:
Operationen auf dem Korper C:

1) Addition
z1 + 20 = (21 + x2) + i(y1 + y2)
2) Multiplikation

21 - zp = (x122 — y1y2) + i(z1y2 + z2Yy1)

Definition:
1) Die konjugiert komplexe Zahl zu =z ist gegeben durch

zZi=x—1y
2) Die Norm einer komplexen Zahl z ist gegeben durch
2] i= 2? + ¢
3) Division: Es qilt
z-z=z°=a°+9°

Daraus folgt:

1 z T .y
= —_— — 1
z x?+y?  224y2 224 y2




Darstellung in Polarkoordinaten:

Eine komplexe Zahl z laldt sich in der Form

z =r(Ccosy +isiny)

darstellen.
Dabei ist r = |z| und ¢ € [0, 27) das Argument.

Multiplikation:
Betrage werden multipliziert, Argumente addiert

z1 - z2 =11 - 12(C0s(p1 + w2) +isin(p1 + ¢2))
Division:
Betrage werden dividiert, Argumente subtrahiert
z1 T

L = L(cos(p1 — ¢2) +isin(p1 — ¢2))
zo T

Aus der Multiplikationsregel in Polardarstellung folgt:
2" = r"(cos(ny) 4 isin(ny))
Formel von Euler:
e = cosp 4 isiny
Die Einheitswurzeln:

Es gibt n paarweise verschiedene Losungen zq, ..., z,_1 der Gleichung

namlich




1.1 Grundlegende Begriffe

Eine komplexe Funktion w = f(z) ist eine Abbildung f : D — C, D C C.
Die Menge D ist der Definitionsbereich von f. Die Menge

W = f(D) = {f(z) : = € D}

der Bild— oder Wertebereich.
Wir schreiben:

z = x4y
w = u-+w
u = u(z,y)
v = v(z,y)

Veranschaulichung: Bilder von Koordinatennetzen

Beispiele elementarer komplexer Funktionen

1) Lineare Funktionen
Lineare komplexe Funktionen sind gegeben durch

w= f(z) =az+ Db, a,beC

Jede lineare Funktion laRt sich folgendermalen aufspalten:

f(z) = lale"Prz 4+ b= (f30 fao f1)(2)

Dabei ist
fi(z) = e¥e.z eine Drehung um den Winkel ¢,
fo(z) = |a|-2 eine Streckung um den Faktor |a|

f3(z) = z+4+0b eine Verschiebung um den Vektor b

Also: eine lineare Abbildung ist eine Drehstreckung mit Verschiebung
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2) Quadratische Funktionen
Quadratische komplexe Funktionen sind gegeben durch

w= f(2) =az?+ bz +c, a,b,ce C
Aufspaltung:

b\2 b2
f@=a(z45-) - He=(aofs0f0 1))

mit

fi(z) = Z-I-i Verschiebung
2a

fo(z) = 2 Quadrat

f3(z) = a-z Drehstreckung
b2

falz) = z—4——|—c Verschiebung
a

Frage: Wie laRt sich w = f(z) = 22 veranschaulichen?

w = 22 = (z+iy)? = (22— y?) + 2izxy

= u=w2—y2, v = 2xy

a) Betrachte Urbilder mity = yo = const, d.h. u = 22 — y3,v = 2zyo.

1.Fall: yo =0 =

u=:1:2, v=20

Nicht—negative u—Achse, doppelt durchlaufen!

2. Fall: yo#0 =

2

uziz—y(% = 02=4y8(u—|—y8)
4y4

Nach rechts geoffnete Parabeln mit gemeinsamen Brennpunkt im Ur-
sprung. Fur yg und —yq ergibt sich die gleiche Parabel, allerdings anders

durchlaufen
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b) Betrachte Urbilder mitz = zg = const, d.h. u = 23 — y2,v = 2z0y.
1. Fall: 2o =0 =

u = —y2, v=20
Nicht—positive u—Achse, doppelt durchlaufen!

2.Fall: 29 %0 =

2

_4_3%
Nach links geoffnete Parabeln mit gemeinsamen Brennpunkt im Ursprung.

Flr xg und —zq ergibt sich die gleiche Parabel, allerdings anders durch-
laufen.

u = —I—:c% = v2=—4x%(u—x%)

Fazit: Fall b) liefert die gleiche Parabelschar wie a), allerdings an der
v—Achse gespiegelt, d.h. nach links geoffnet.
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3) Die Exponentialfunktion
Die komplexe Exponentialfunktion ist definiert durch
w=e*=e"TW = e%(cosy + i siny)
Damit ist
u(z,y) = e* cosy, v(z,y) = e* siny
a) Seiy = yg = const, dann gilt

u
v

e’ cosyg
e® sinyp

} = vV = cu

Dies sind vom Ursprung ausgehende Strahlen (Halbstrahlen).
b) Seix = xg = const, dann gilt
u = e"0 cosy, v =¢€"0 siny

Dies sind Kreise um den Ursprung mit Radius ¢*0. Da y € R werden die
Kreise unendlich oft durchlaufen.
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Die Umkehrfunktion
Eine Umkehrfunktion existiert, falls f(z) auf D injektiv ist.
Beispiel:  (Wurzel = Umkehrfunktion von w = 22)

Die Funktion w = f(z) = z2istauf D = {z € C : Rez > 0} injektiv.
Der Bildbereich ist gegeben durch

W={weC :Imz#0V Rez >0}
Wir definieren die Umkehrfunktion von w = 22 folgendermaRen
w=f"1z) = Vre'
wobei
2 = re'®, r>0 —-T<p<mT

Man nennt f~1(z) den Hauptwert der Wurzel.
Man beachte dabei den Unterschied zu

Vzi={weC : w?=2z2}
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Der komplexe Logarithmus
Es qilt:

e = e T = ¢U(cosv + i sinv)
und

z = |z|e"¥ = |z|(cos ¢ + i sin )
Setzen wir nun e = z, so folgt mit den obigen Beziehungen

=zl N v=p+2rk keZ
Die Menge der Losungen w mit e = z, z € C ist daher gegeben durch

Logz:={In|z|+i(argz+ 27k) : k€ Z}

Diese Menge nennt man den komplexen Logarithmus und ist fur alle
z € C, z # 0, definiert.
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Damit fur die Exponentialfunktion w = e* eine Umkehrfunktion existiert,

mufl man den Definitionsbereich von e* einschranken:

Wir definieren als die Menge S, den Streifen in der komplexen Ebene

S:={z€eC: —n<Imz<n}
Dann ist die Exponentialfunktion auf .S injektiv mit Bildbereich
W={weC :Imw#=0VRew > 0}
Die Umkehrabbildung auf S ist gegeben durch
Inz :=In|z| +iargz, —w<argz <

Man nennt die Abbildung den

Hauptwert des komplexen Logarithmus

15

Die Joukowski—Funktion

Wir betrachten die komplexe Funktion w = f(z) definiert durch
1 1
w = f(z2) =—(z—|——)
2 z
Offensichtlich gilt:
1
1 =1(2)
z

Es genlgt daher eigentlich, den Bereich |z| > 1 zu untersuchen.

Wir schreiben nun die komplexe Zahl z in Polardarstellung
2z = re'¥

mit r > 1 und
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a): Seir = rg = const, dann folgt

1 . 1 ,
w= — (ro e'? + — e_w)
2 70
Wir erhalten also
1 1
U = — (To—l——) COS
2 r0

! ! sin
v = —|Tro— —
> 0 o 2

1.Fall: Seirg=1 = wu=cosy, v=0.
Dies ist mit 0 < ¢ < 27 die doppelt durchlaufene Strecke [—1, 1].

2. Fall: Furrg > 1 ergibt sich die Parameterdarstellung einer Ellipse

2 2

U v 1 1 1 1
S —:1, = _ — 1, b= — _
a2+b2 “ 2 <T0+ro> 2 (TO r0>
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b): Seiyp = g = const, dannfolgt mit0 < r < oo (1)

1 1
u = —( —|——) COS g
2 T

1 1

v = —|r——) sin
2< r) r0

1.Fall:  Fir pg = 0 gilt

=3 o=

Dies ist mit 0 < r < oo (!) die doppelt durchlaufene Strecke [1, co).

2. Fall:  Fir oo = /2 gilt

1 1
u=20 v=—(r——)
2 T

Dies ist die einmal durchlaufene v—Achse von —oo bis oo.
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3. Fall: Fur pg = 7 qilt
1 ( n 1) 0
U=—=\(r—+ — v =
2 r
Dies ist die doppelt durchlaufene Strecke [—oo, —1].

4.Fall: Fir pg = 37/2 gilt

1 1
u=20 v=—(r—>
2 T

Dies ist die einmal durchlaufene v—Achse von oo bis —oo.

5.Fall: Fur¢g # 0,7/2, 7,37 /2 ergibt die Elimination von r die Bezie-
hung

u? v2

=1

cos2 ¢y sin? g
Dies sind Hyperbeln mit Halbachsen a = | cos ¢g| und b = | sin ¢g| und
Brennpunkten in ¢ = +£1.
19

Umkehrung der Joukowski—Funktion
1) Die Joukowski—Funktion ist zum Beispiel injektiv auf der Menge
D={z€C : |z| > 1}
mit Wertebereich
W={weC:w¢l[-1,1]}

Die Umkehrfunktion ist dann gegeben durch

w=f1e)=z24+\22+1
2) Eine andere Moglichkeit ist etwa
D = {z€C :Imz> 0}
W = {weC:Imw7#*0oder|Re z| < 1}

In der obenstehenden Formel fiir f~1(z) ist das Vorzeichen der Wurzel
jeweils geeignet anzupassen.
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Die stereographische Projektion

Zunachst: Erweiterung des Korpers C der komplexen Zahlen
Betrachte die rationale Funktion
p(2)
w= f(z) =
q(z)

mit den komplexen Polynomen p und q.
Die Funktion ist bei zg € C nicht definiert, falls

q(z0) =0,  p(z0) #0

Wir setzen dort

f(z0) i= o0
und definieren oo als den unendlich fernen Punkt.
Weiter sei
C*" =CUx
21
Rechenregeln mit co:
FUr a # O definieren wir
at+oco = oo
a-oo = O
a/ooc = 0

Aber: Die Ausdrucke O - oo, oo £ oo lassen sich nicht sinnvoll definieren.

C* ist ein topologischer Raum, d.h. die offenen Mengen in C* sind die
offenen Mengen in C und die Mengen der Form C* \ K mit kompaktem
K cC.

Weiter definieren wir

1
zn — 00 & — —0 (& |z — +o0)
Zn

fir z,, € C, z, # 0, n > ny.
22




Weiterhin:

C* ist (folgen—-)kompakt, d.h. jede Folge in C* besitzt einen Haufungs-
punkt. Man nennt daher C* auch Einpunkt—-Kompaktifizierung von C.

Die Riemannschen Zahlenkugel
Darstellung der Riemannschen Zahlenkugel auf Folie

Die Riemannsche Zahlenkugel liefert eine bijektive Abbildung
P:S%2 - C*

d.h. eine eindeutige Beziehung zwischen Punkten auf der Oberflache der
Einheitskugel im R3 und den Punkten von C*.

Beachte: Man bendtigt insbesondere den unendlich fernen Punkt co
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Stereographische Projektion:

X #= N — DurchstoRpunkt der Geraden durch X, N
P: durch die komplexe Ebene

X=N — o
Eigenschaften:
1) Die stereographische Projektion ist eine bijektive Abbildung

2) Die obere Kugelhalfte xz3 > 0 wird auf |z| > 1 abgebildet, die untere
Kugelhalfte x3 < 0 auf |z| < 1. Der Aquator bleibt fest.

3) Analytische Darstellung mit x = (z1, 2o, 23)L:

xr1 + 1xo

z= P(x) = P(z1,x0,23) =
1 — 23

X:P_l(z):<z+z 2—z zE—l)T

22+ 1i(22+ 1) 22+ 1

24




Satz: (Kreistreue der stereographischen Projektion)

1) Das spharische Bild einer Geraden in C* (einschlie3lich des Punktes
o0) ist ein Kreis auf S2, der durch den Nordpol N geht und umgekehrt.

2) Das spharische Bild eines Kreises in C ist ein Kreis auf S2, der nicht
durch den Nordpol N geht und umgekehrt.

Darstellung dieser Eigenschaft auf Folie

Bemerkung:

Bezeichnet man Kreise und Geraden in C* zusammenfassend als ver-
allgemeinerte Kreise, so gehen nach dem obigen Satz verallgemeinerte
Kreise in C* unter der stereographischen Projektion in Kreise in S2 iiber.
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1.2 Die Mobius—-Transformation
Definition:

Abbildungen der Form

az + b
cz+d
nennt man Mobius—Transformationen.

w="T(z2)=

ad # bc

Eigenschaften der Mobius—Transformationen:

1) Zahler und Nenner einer Mobius—Transformation haben unterschiedli-
che Nullstellen.

2) Die Mobius—Transformation ist eine Abbildung auf C*, d.h.
T:C"—C*
mit
a

T (——) = 00, T(o0) := .

26




Eigenschaften der Mobius—Transformationen: (Fortsetzung)

3) Eine Mobius—Transformation ist auf C* bijektiv und die Umkehrfunktion
lautet:
T_l(w) _ dw —b
—cw + a
Beachte:
Es besteht eine Analogie zur Invertierung einer (2 x 2)—Matrix

a b\ 1 1 d —b
c d ad—be\ —¢ a

4) Die Komposition von Mobius—Transformationen ist wieder eine
Mobius—Transformation.

27

Gegeben seien die beiden Mobius—Transformationen

__az+b
w o= 7cz—|—d’ ad # bc
_ at+p

Daraus folgt

(aa +by)t + (aB+b5) _ At+ B
w = =
(ca+dy)t+ (cB+d5) Ct+D
Die Koeffizienten A, ..., D ergeben sich aus dem Matrixprodukt:

ABY_(ab) ([ap
C D) \cd vy 0
Daher gilt wegen det(AB) = det A -detB
AD — BC = (ad — bc)(ad — Bv) # 0

28




Satz: Mobius—Transformationen sind kreistreu.
Beweis:

Verwende eine geeignete Zerlegung fur ¢ # O:

az—l—b_%(cz—l-d)—a—(fl—l-b_g ad — be 1
cz+d_ cz +d e c cz+d
Wir setzen nun

wy = cz+d
1
wy = —
wq
a ad— bc
w3z = —— S w2
c c

Die Abbildungen w1y und w3 sind linear und daher kreistreu!

29

Es bleibt zu zeigen:
Die Inversion w = f(z) = 1/z ist eine kreistreue Abbildung

Gehe den Umweg Uber die stereographische Projektion, d.h. betrachte

statt = — 1/z die Abbildungsfolge

z—>Xi=P_1(z)—>5i—>P()_<):_

Dann gilt
_piy o (2HE _2=F 2z—1\"
224+ 1 i(zz+1) 22+ 1
sowie
1
% P1(>
z
1,1 1 1 11 T
_ (z+z : 3 zzl>
11 11 711
H1iGE+1) 2 +1

30




Vereinfachung ergibt:
¢ — z+z _ zZ—z _22—1
o \z2z41 i(zz4+1) zz+1
— (3317 —Zx2, _x3)T
Wir erhalten damit eine Abbildung F' : $2 — 52 mit

F(x) = (z1, —22, —x3)T

Diese Abbildung ist eine Drehung der Sphare um die x1—Achse um 180°
und offensichtlich kreistreu.
Damit haben wir gezeigt, dass die Abbildungsfolge

1
zox =P 1) 5% PR)="=-
z

und daher die Inversion z — 1/z eine kreistreue Abbildung ist.
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Bemerkung:
Abbildungseigenschaften der Mobius—Transformation:

1) Kreise, Geraden durch <—%) — Geraden der w—Ebene
2) Geraden der z—Ebene — Kreise, Geraden durch <%)
3) Kreise, die nicht durch (—%) gehen — Kreise, die nicht durch (%)

gehen

Satz:

Gegeben seien je drei (verschiedene) Punkte z1, zp, z3 und wi, wo, ws.
Dann gibt es genau eine Mobius—Transformation w = T'(z) mit

w; =T (z;), j=1,2,3
Diese ist gegeben durch die Dreipunktformel

w—-wy W3- W] _ Z—21 23— 2]

w—wy W3 — Wy Z— 29 23— 20
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Bemerkung:
Sind vier verschiedene Punkte zg, z1, zo und z3 gegeben, so ist das Dop-
pelverhaltnis dieser Punkte gegeben durch

0 " %1 . 23— ~1

D(ZO7217227Z3) = :
20 — ?2 23 — R2

Weiter gilt:

D(zp,21,22,23) €E R & 20,21, 22, 23 liegen auf einem verallg. Kreis
Beispiel:

Gesucht ist die Mobius—Transformation mit

Z; ‘ 1 1 O
w; i —i 0
Dann ist die zugehorige eindeutige Mobius—Transformation definiert durch
w—1 0—-72 2z—-1 0-1

w4+i 041 z—i 0—1
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Beispiel: (Fortsetzung)
Umformung ergibt die Darstellung
(14+1)z
w =
(1+1i)z— 214

Definition:
Gegeben sei ein Kreis C' in C mit Mittelpunkt zg € C und Radius R. Zwei
Punkte z, 2z’ € C liegen symmetrisch zum Kreis C, falls gilt

(z — 20) (7 — %) = R?
Die Abbildung z — 2’ nennt man die Inversion am Kreis C oder auch
Spiegelung am Kreis C.
Graphische Darstellung der Inversion auf Folie!
Insbsondere gilt: z — zg = 2z’ — oo, d.h. zg liegt symmetrisch zu oo.
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Definition:
Zwei Punkte z, 2z’ nennt man symmetrisch zu einer Geraden in C, wenn
2" aus z durch Spiegelung an der Geraden entsteht.

Satz:

Mobius—Transformationen erhalten die Symmetrie zu verallgemeinerten
Kreisen.

Beispiel: Gesucht ist eine Mobius—Transformation mit
|z =2 — |lw+1=1
z1=-2 — wy; =0
z2=0 — wop =1

Eine Mobius—Transformation ist eindeutig bestimmt, falls die Transformati-
on von drei Punkten festgelegt ist.

Problem: Uns fehlt ein Punkt!
35

Beispiel: (Fortsetzung)

Nach dem letzten Satz erhalten Mobius—Transformationen die Symmetrie
zu verallgemeinerten Kreisen:

20 =0 = z3 = oo ist symmetrisch zu z, bzgl. des Kreises |z| = 2

Daher ist w3 der zu wy, = ¢ symmetrische Punkt bezuglich des Kreises
|lw 4+ 1| = 1 und somit gegeben durch

1
w3 = 5(—1 + 1)

Die Dreipunktformel lautet:

G20 (3Tt =GR (259)
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Beispiel: (Fortsetzung) Was passiert mit dem Term

z3 + 2
z3—0
fir zz — oc0?
Es qilt:
2

Z3—|—2:1+5
23 —0 1—|—%

— 1 furzz — oo

Wir erhalten also

- ) z
) (s - (5

und Auflosung nach w ergibt:

z4+2

w=TE = "0y 12

37

Beispiel: Fur die reellen Zahlen b > a > 0O setzen wir

w =

Vab+z p4z _
Jab—2 p—2z p=Vab

Dann hat die vorliegende Mobius—Transformation folgende Abbildungsei-

genschaften:

2120 = *Vab — w1 =00,0

b
3a=ab — w3,4=i%=ip,p>1
b— 1
256 = —a,—b — w56=iM:i—
’ ’ va+ Vb p

2720 — ’LU7:1
zg =00 — w8=—1
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Eigenschaften dieser Mobius—Transformation:

e die z—Achse wird auf die u—Achse abgebildet,

e symmetrisch zur z—Achse liegende Punkte werden damit auf symme-
trisch zur u—Achse liegende Punkte abgebildet,

e die angegebenen Kreise durch a, b bzw. —a, —b werden auf die Kreise
um O mit Radius p bzw. 1 /p abgebildet.

Zentrales Anwendungsbeispiel:

Das elektrostatische Feld im AuReren von zwei parallelen Leitern wird in
das Feld eines Zylinderkondensators abgebildet.
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Kapitel 2: Differentialrechnung im Komplexen

21 Komplexe Differentiation

Definition: Sei f : D — C, D C C eine komplexe Funktion. f(z) heif3tin
zg € DO komplex differenzierbar mit Ableitung f’(zp), falls der folgende
Grenzwert existiert:

) i tim 1) = 1Go)

F%0 zZ— 20

Ist f(z) in jedem Punkt eines Gebietes D komplex differenzierbar, so
nennt man f(z) holomorph, analytisch oder regular auf D.

Beachte:

1) Der Grenzwertprozess z — zq erfolgt in der komplexen Ebene, d.h.
die Richtung der Annaherung z — z ist beliebig!

2) Die oben stehende Division ist die Division komplexer Zahlen!
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Lemma:

Ist f(z) reellwertig, d.h. f : D — R, D C C ein Gebiet, und ist f(2)

holomorph auf D, dannist f(z) eine konstante Funktion, d.h.

f(z) = const. ¢ R VzeD
Beweis:

1) Wir betrachten die Folge z, — zg gegeben durch

1
Zn:ZO+_
n

Dann ist der Differenzenquotient fur alle n € N reell, denn

=n(f(zn) — f(20)) €R

f(zn) — f(20)
<0

Zn —

41

Beweis: (Fortsetzung)

2) Dagegen liefert die Folge z,, — zg mit

7
Zn =20+ —
mn
den rein imaginaren Differenzenquotienten

f(en) — £(z0) _

Zn — 20

n
~(f(zn) ~ f(z0)) € C
Da aber die Funktion auf D holomorph ist, folgt

f’(zo) =0 VzpeD

d.h. f(z) ist eine konstante Funktion.

42




Bemerkung:
Die Funktion f(z) ist komplex differenzierbar in zg

o lim f(z) — f(z0) — f'(z0)(z — 20) _

220 z — 20

< f(2) = f(20) + f'(20) (2 — z0) + o(|z — 20])

0

Die Cauchy—-Riemannschen Differentialgleichungen

Die Funktion f(z) sei komplex differenzierbar im Punkt zg und wir setzen

v := f'(20)
Nach obiger Bemerkung ist eine aquivalente Schreibweise gegeben durch
f(z) = f(z0) +v(2 — 20) + (2)|z — 0
mit e(z) — O fir z — 2g.
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Wir verwenden nun mit z = x 4 7 y die Darstellungen
f(z) = u(z) +iv(z) =ulz,y) +iv(z,y)
und
flz0) =1v=a+ip
Damit erhalten wir:
u(z) = u(zo) + oz —x0) — B(y —yo) + Re(e(2)) - |z — 20|
v(z) = v(z0) + B(z — o) + aly —yo) +Im(e(z)) - |z — 20|

In Matrixschreibweise lautet dies
u(z) \ _ [ u(zo0) a —f3 T — zg e
(“(z))_<’0(zo)>+<ﬁ Oé>(y—yo>+8(z) |z — zo|
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Wir interpretieren jetzt f(z) als eine vektorwertige, total differenzierbare
Funktion zweier reeller Variablen, d.h.

f:R? - R?
=(5 %)
(z0,90) g oo
Dann gilt:
Satz:

Die Funktion f(z) ist im Punkt zg € D genau dann komplex differenzier-
bar, wenn f(z) als Funktion f : R2 — R2 dort total differenzierbar ist und
die Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen gelten:

mit der Jakobi—Matrix

Jf(x0,90) = ( b Uy )

(% ’Uy

uz(z0) = wvy(z0)
uy(z0) = —vz(20)
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Korollar: Ist f(z) komplex differenzierbar in zg € D, so folgt

f'(20) = ua(z0) + ive(20)
Beweis:
Da f/(zp) € C schreiben wir

f'(z0) = 1(20) + i 0(20)
Daraus ergibt sich
f'(z0) - (2= 20) = (@(20) +1i0(20)) - [(z — z0) + i (y — vo)]
= - (x—20)—0 - (y—yo) +i(¥ (x—=x0) +u-(y—yo))

Da f in zg total differenzierbar ist und die Cauchy—Riemannschen DGLs
erfullt sind, gilt ebenfalls

ur —ve \ [ T—z0 | _ um'(fﬂ—xo)—vx(y—yo))
vr  Ug Y — Y0 vz - (x — x0) + ux(y — yo)
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Korollar: Ist f(z) holomorph auf dem Gebiet D und gilt fir alle z € D:
f'(2) = 0, soist f(2) eine konstante Funktion.

Beweis:
Die Funktion f(z) ist total differenzierbar und es gilt

1(2) = uz(z) +ive(z) =0

Daraus folgt, dass die Jacobi—-Matrix (J f)(z) identisch verschwindet und
damit ist f(z) eine konstante Funktion.

Satz:
Ist f € C2 holomorph auf D, so gilt

Ugr + Uyy =— Vzx + Vyy — 0,
d.h. sowohl der Real- als auch der Imaginarteil von f erflllen die Laplace-
gleichung.
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Es qilt auch die folgende Umkehrung:

Erflllt w = u(x,y) auf einem zusammenhangenden Gebiet die Laplace-
gleichung Au = 0, so existiert eine differenzierbare Funktion v = v(x, y),
sodass f(z) = u(z) + iv(z) auf D holomorph ist.

Beweis: (fur beide Aussagen)

1. Ist f(z) holomorph, so folgt

Ouy % C.R. Ovy  Oug

Ay = —= = —=—-—"=0
“ ox + oy ox oy
8'03; 8'Uy C.R. aUy 8'U,w
AN = —- - =" < =0
? or T oy or T oy

2. Seiu = u(x,y) gegeben mit Au = 0.
Gesucht: eine Funktion v = v(z, y), sodass die C.R. DGLs erfillt sind:
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Aus den Cauchy—Riemannschen Differentialgleichungen
Vg = —Uy Vy = Ug
folgt
gradv = (vg,vy) = (—uy,uz) =: V = (V1,V2)

Wir suchen also ein Potential v mit grad v = V. Unter der Integrabilitats-
bedingung

oy _9Va _
oy or
ist die Existenz eines solchen Potentials gesichert.
Nun gilt aber
oV, oV-
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Differentiationsregeln:
1) Es gelten die folgenden Regeln:
(f+£9)(20) = [f'(20) +4'(20)
(f-9)'(z0) = [f'(20)9(20) + f(20)9'(20)
<i)/ (20) = f'(20)g(20) — f(20)g'(20)
g (9(20))?

2) Kettenregel: Ist f(z) differenzierbar in zg und g(w) differenzierbar
in wg = f(zp), so folgt

(g0 ) (20) = ¢'(f(20)) - f'(20)

3) Ableitung der Umkehrfunktion:

Ist f(2) holomorph und f’(zg) # O, soist f(zg) um zq lokal bijektiv
und es gilt

1

1V (wn) =
(1 wo) =

wo = f(20)
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Differentiationsregeln:
4) Modifizierte Kettenregel: Ist f(z) holomorph auf D und ist ¢ :
[a,b] — D eine C1—Kurve in D, so gilt
d .
preAC O f'e(®)) - e(t)

Beweis: Zunachst gilt

d d . d
af(c(t)) = au(c(t)) + 1 a’v(c(t))

Daneben haben wir
flle@)-et) = (ua+ive) - (¢1+1ico)
Beide Terme sind wegen der C.R. DGLs identisch.
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Beispiel 1:
Wir wissen bereits das die Funktion f(z) = const. holomorph ist mit
f'(z) =0.
Fir f(z) = z erhalten wir wegen u(x,y) = z und v(z,y) =y
f(2) = ua(2) +iva(2) = 1
Daraus folgt, dass komplexe Polynome auf C holomorph sind mit
d ( - k) - k—1
— Z apz” | = Z apkz""
dz \ ;=0 k=1
Explizite Berechnung fiir f(z) = z2: mit
f(z) =2"= (2 —y*) +i2azy
berechnet man
f(2) = uz(2) +ive(2) =2z +i2y = 22
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Beispiel 2:
Rationale Funktionen, also Funktionen der Form

p(2)

f(z) =—= p, ¢ komplexe Polynome

z
sind an allen Stellen mitqq((z)) # 0 komplex differenzierbar.
Beispiel 3:
Die Exponentialfunktion f(z) = e* = e®(cosy + ¢ siny) ist komplex
differenzierbar mit f/(z) = e*:
u(zx,y) = e’ cosy, v(z,y) = e*siny

Daher sind die C.R. DGL:s erfullt

ug = vy = e’ CoSYy, uy = —vg = —e’siny
und es gilt

f(2) =uz +ivy = e*cosy +ie¥siny = €°
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Beispiel 4: Die trigonometrischen Funktionen

(eiz 4 e—iz)

1 - : 1
sin z ::—,(e”—e_“’), COSz = —
21 2

sind nach Beispiel 3 holomorph auf C und es gilt
(sinz) = cos z, (cosz) = —sinz

Beispiel 5: Durch komplexe Potenzreihen erklarte Funktionen,

oo

f(2) =Y ap(z — z0)*

k=0
sind auf ihrem Konvergenzbereich K;-(zg) holomorph mit

oo

F'(z) = > aph(z — z)**

k=1
und damit auf K;-(zqg) gleichzeitig beliebig oft komplex differenzierbar.
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2.2 Konforme Abbildungen
Satz:

1) Ist f : D — C eine holomorphe Funktion auf einem Gebiet D mit
f'(z) # O fir alle z € D. Dann gilt lokal bei zq € D:

a) Winkel zwischen sich im Punkt zg schneidender Kurven bleiben
bei der Transformation w = f(z), einschliel3lich des Umlaufsinns,
erhalten,

b) der Term |f’(zq)| ist die fir alle von zg ausgehenden Richtungen
gemeinsame Langenverzerrung. Insbesondere bleiben Langen-
verhaltnisse erhalten.

Abbildungen mit diesen beiden Eigenschaften nennt man konforme
Abbildungen.
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Satz: (Fortsetzung)

2) Ist w = f(z) eine konforme Abbildung und als Funktion f : R? — R2
stetig differenzierbar, so ist f(z) komplex differenzierbar und es gilt

f'(z) #0.
Beweis: (zu Teil 1))

Seien c und d zwei Kurven, die fur ¢ = O durch den Punkt zq laufen, d.h.
c(0) = d(0) = 2z
Die beiden Tangentialvektoren in diesem Punkt sind dann
¢(0) und d(0)
und fur den Winkel v zwischen den Tangentialvektoren gilt
v = £(¢(0),d(0)) = arg (¢(0)) — arg (d(0))
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Mittels der holomorphen Transformation f erhalten wir die beiden Kurven
focund f odim Bildraum.

Der Winkel 4 zwischen den beiden Kurven im Punkt f(zg) im Bildraum
lautet dann

7 = 4£(f'(20)¢(0), f'(20)d(0))
= arg (f'(20)¢(0)) — arg (f'(20)d(0))
= arg (f'(20)) + arg (¢(0)) —arg (f'(20)) — arg (d(0))
= v

Bezuglich der Langenverzerrung berechnet man

1270 o)l = 17 :)e0)] = I o) - 16(O)
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Definition:
Es sei w = f(z) eine bijektive und konforme Transformation f : D — W
zweier Gebiete D, W C C.
Zu einer gegebenen C2—Funktion @ : D — R setzen wir
Wi=dof 1
Man nennt dann W die konforme Transformation von & mittels f.

Abbildungsdiagramm auf Folie

Anwendung konformer Transformationen:

Ist ®(2) eine gesuchte Potentialfunktion definiert in der physikalischen
Ebene D, so ist W die entsprechende Funktion in der Modellebene W'

Beachte: Funktioniert nur im zweidimensionalen physikalischen Raum.
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Definition: Fur eine Funktion ® : D — R nennt man

0P oP
rad®d(z) = —+1—
g (2) 5 + 1 5y

den komplexen Gradienten von & (z).

Satz: Sei W die konforme Transformation von & mittels f. Dann gelten
die beiden Beziehungen

grad, ®(z) = grad, W(f(2))- f'(z)
AD(2) = AW (f(2)-|f (=)

Beweis:
Nach Definition ist die konforme Transformation von & mittels f gegeben
durch

\Uizcbof_l
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Daraus folgt aber ® = Wo fundmit f = u+iv
P(z,y) = V(u(z,y),v(z,y))

Wir berechnen nun

Py = Wyuzr + Wovy

by = Wyuy + Wy
Fur den komplexen Gradienten gilt dann

grad ®(z) = (Wyuz+ Wovz) + i (Wuuy + Wovy)

Wy (ug + iuy) + Wy(vz + ivy)
Wy (ug —ivg) + i Wy(ug — ivz)
= grad W(£(2)) - f'(2)

CR
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Die Berechnung der zweiten Ableitung ergibt

Dy = Wuuug + 2Wypurve + vavg% + Vyurr + Vovrr

cbyy == wuuug + zwuvu'y'l)y + W'U'U/U'g + Wquy + WUUyy
Daraus folgt

+WUU(U£ + Ug) + VvV, Au + VWV, Av
Wir verwenden nun wieder die CR-DGLs und erhalten
uf tuy = vf o =ui+o;=|f(2)°
UxUVyg + Uy'l)y 0]
Au = Av=20

und damit das gewunschte Resultat

Ad = AV |f/(2)
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Korollar:

Bei konformen Transformation gehen harmonische Funktionen in harmo-
nische Funktionen Uber.

Anwendung konformer Transformationen:
Zu Iosen sei die Gleichung Au = 0 auf einem “komplizierten” Gebiet D:

1) suche eine konforme Transformation, die das Gebiet D auf ein “einfa-
cheres” Gebiet WW transformiert,

2) transformiere die Randbedingungen auf W und I6se die Laplaceglei-
chung auf W,

3) transformiere die Losung zurlick auf das Ursprungsgebiet D.
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Beispiel: Ebene Potentialstromung

Wir wollen das Geschwindigkeitsfeld einer stationaren, wirbel- und quel-
lenfreien Umstromung eines Zylinders berechnen. Sei

w: R2 - R2

das gesuchte Geschwindigkeitsfeld. Dann gilt also

rotw = Qwa _ Own =0
ox oy

dvw = w192 _
ox oy

Ist D C R? einfach zusammenhéngend, so folgt aus der ersten Beziehung

du:D—R : Vu=—w
beziehungsweise aus der zweiten Beziehung

Jv:D—>R : Vv = (wy,—wy)
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Man nennt « das Geschwindigkeitspotential und v die Stromfunktion.

Die Stromlinien sind dann als Lésungen der gewohnlichen DGL ¢/ (z) =
wo /w1 gegeben durch

v(x,y) = const.
Definition:
Die komplexe Funktion & definiert durch
b =u-++1iv
nennt man komplexes Stromungspotential.

Das komplexe Stromungspotential ®(z) ist eine holomorphe Funktion,
denn es gelten die CR-DGLs

ur —vy = —wi— (—w1)=0
uy+vz = —wp+wpy=0
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Das Geschwindigkeitsfeld w lat sich direkt aus dem komplexen
Stromungspotential berechnen: aus

D'(2) =ug + vy = —wy +Fiwo

folgt

W= w1 +iwy = —W
Unsere physikalische Ebene ist

D :={z¢e€C : |z| > R},
die Modellebene ist

W:={2€C :Imz#0V|Rez| > 1}

Die Joukowski—Funktion f(z) gegeben durch

=3+

ist eine konforme Transformation von D auf V.
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In der Modellebene konnen wir annehmen, dass ein homogenes Ge-
schwindigkeitsfeld vorliegt, d.h. in W qilt

w = const = (Ve0, 0)7

da eine unendlich dinne Platte eine gegebene homogene Stromung in
Richtung der reellen Achse und Geschwindigkeit v~ nicht beeinfluft.

Fir das Geschwindigkeitspotential U (w) gilt dann die Gleichung
grad U(w) = —(Dso, 0)T
und daraus folgt
U(w) = —Uoo Rew
Entsprechend ergibt sich fir die Stromfunktion V (w)
grad V(w) = (0, —veo)! =  V(w) = -t Imw
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In der physikalischen Ebene konnen wir annehmen, dass
ZI|_>ngo grad ®(z) = —vo

gilt, d.h. im Unendlichen spirt die ungestorte Stromung kein Hindernis.
Wegen der Beziehung

grad ®(2) = grad W(f(2)) - f'(2)
folgt mit

o= (-5)

die Beziehung voo = 2 Rvo.
Far das komplexe Stromungspotential gilt dann

V(w) = —2Rvsc(Rew 4+ i Imw)
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Wir betrachten nun die Ricktransformation in die physikalische Ebene, d.h.

D(z) = (Vo f)(z) = —2Rvc(Re f(2) +ilm f(2))

Fur die Joukowski—Funktion

=3

gilt offensichtlich

l/x Rx 1y Ry
Re = — | — _— Im - | == - <
=3 (E 4] mie =3 (4o )
Damit ergibt sich das Geschwindigkeitspotential «(z) in der physikalischen
Ebene als

2
w(z) = u(x,y) = —voo (:Jc + %_:;2)
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und die Stromfunktion lautet

R2
v(z) = v(z,y) = —voo (y - ﬁ)
Das Geschwindigkeitsfeld w um den Zylinder ist dann
(z° +y*)?> - R*(2® —y?)  2R’wy
(22 + y2)? T (22 4 y?)?

WI—VUZ—UOO<

Insbesondere gilt:

1) In den beiden Staupunkten (— R, 0) und (R, 0) ist die Geschwindig-
keit gleich Null,

w(—R,0) = w(R,0) = (0,0)T

2) Die Geschwindigkeit ist maximal in den beiden Punkten (0, —R) und
(0, R) mit

Wmax = 2Voo
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Kapitel 3: Komplexe Integration

3.1 Beispiele zur komplexen Integration

Definition:

Eine komplexwertige Funktion f : [a,b] — C einer reellen Variablen ist

integrierbar, falls der Real- und Imaginarteil von f integrierbar sind, und
es gilt:

b b b
/f(t) dt ::/Re(f(t))dt+i/Im(f(t))dt

Eigenschaften:
Linearitat:

b b b
[@n®+8pM)d=a [ A®d+5 [ LOd  (a,8€0)

etc.
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Weiter qilt stets:

b b
[r@a < [17))at
Beweis: Wir setzen
b
/f(t) dt =: Re'¥

und erhalten demnach

b b b b
/f(t) df| = R=e /f(t) dt = /e—w £(8) dt:/Re(e—w F(8)) dt

b b
< [l @l = [ 15
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Komplexe Integration analog zu Kurvenintegralen:

Sei ¢ : [a,b] — D C R” ein stiickweiser C1-Weg, f : D — R und
F : D — R™ gegeben. Dann hatten wir in Analysis Il/lll die beiden Kurven-
integrale 1. und 2. Art

b

b
/f(x)ds :=/f(c(t))\|c’||dt bzw. /F(x) dx 1= /(F(c(t)),c’(t))dt

a
Definition:
Sei D C Cein Gebiet, f : D — Cstetigund ¢ : [a,b] — D ein stlickweiser
Cl-Weg. Dann ist

[ 1) dz = /b F(e(t))é(t) dt

das komplexe Integral von f(z) langs der Kurve c.
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Eigenschaften:

1) Der Wert des komplexen Integrals ist unabhangig von der Parametri-
sierung der Kurve.

2) Bei Anderung der Durchlaufrichtung gilt
/f(z) dz = —/f(z) dz

Hier ist (—c)(t) 1= czbc-l— t(a — b)), (§ <t<1.
3) Linearitat

[@f) + B9 dz=a [ f()dz+8 [g(z)dz  (a,8€0)
4) Acdditivitét bzgl. des Integratiocnsweges: C
/ F(z)dz = /f(z) dz + /f(z) dz

1 éo

c1+co
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Eigenschaften: (Fortsetzung)

5) Es gilt die Abschatzung

b
< zZ)| - c(t)| dt
< _sup 15 a/|<>|

z€Bild(c

/f(z) dz

—
Bogenlange L(c)
Beweis

Man berechnet direkt

[ 12 dz /b Fe(®)et) dt

b b
< [1rE@E®]dt < sup 1£e®)]- [ 1] de
2 a<t<b A
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Beispiel 1:
Sei f(z) = zund ¢(t) = re** mit 0 < t < 2x. Dann gilt

27
%z dz = /reit : (rieit) dt
c 0
2
= i7“2/€2it dt
0

2m
= 2 / (cos(2t) + i sin(2t)) dt
0

27 27
= 2 / Sin(2t)) dt + i 12 / cos(2t)) dt
0 0
= 0
75
Beispiel 2:
Sei f(z) = zund ¢(t) = re** mit 0 < t < 2. Dann gilt
27 27
f%dz = / re” . (riett) dt = ir? / dt = r? . 2mi
c 0 0
Beispiel 3:

Sei f(z) = 1/zund ¢(t) = rett mit 0 < ¢ < 2. Dann gilt

1 3 1

—dzzjf—dz:—f—d — omi
fz |z|2 r2 = az T
C C C

Beispiel 4: Es gilt mit c(t) = zg + re', 0 < t < 27 die Beziehung

}1{( Vi ds = 2mi o fiurn = -1
ST T 0 firnez\ {-1)
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Beispiel 4: (Fortsetzung)

2w 21w
j[(z —zo)"dz = / (relt)n - (rie®) dt = ir"t1 / el(nt1t gy
c 0 0

27 27
= yntl (—/sin((n—|— 1)t)) dt + i /cos((n—l— 1)t)) dt

0 0
2mi . furn = -1
0 : firmeZ\{-1}

Nur fur n = —1 verschwindet das Integral nicht und es gilt

1
7{ dz = 2m1
J z—20

Frage: Woran liegt das?
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Satz: Ist f(z) = % fi1.(2z) eine Reihe stetiger Funktionen, die auf dem
k=0

Gebiet D C C gleicﬁméﬂig konvergiert, und ist ¢ : [a,b] — D ein stiick-

weiser C1-Weg, so gilt

/ Fdz= Y [ ful)dz

k=0c¢c

Beweis: Da die Reihe stetiger Funktionen gleichmalig konvergiert, ist

auch die Grenzfunktion f(z) stetig und daher auch integrierbar und

/f(z) dz — Z /fk(z) dz—/Rn(z) dz

k=0¢
GleichmaBige Konvergenz bedeutet:

Ve>0 : dAN(e) : Vn>N,z€ D : |Rp(2)|<e
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Aus der gleichmalligen Konvergenz folgt sofort

<e-L(c)

/ Rn(2) dz

und damit
nILmOO/Rn(z) dz =0
C

Beispiel:
Sei c(t) = re't, 0 < t < 2w und |2zg| > r. Dann gilt:

d
7{ S

z— 20

|2[=r

Beachte: Der Punkt zg liegt auRerhalb des Kreises c(t).

79

Beispiel: (Fortsetzung)
Man berechnet direkt unter Verwendung der geometrischen Reihe:

d 1 d 1 > 1
P R N o

k
Zz— Z y4 —_ z N~
= T 0 e T 0 D=y k=070

denn es gilt

20
Aufgrund der gleichmaRigen Konvergenz gilt

}1{ Z z dz—z k—l—l ]{ Kdr =

|z =r k=0 %0 |z|=r

da man Integration und Summation vertauschen kann.
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Beispiel: (Vorgriff auf die Laurent—Reihe)
Eine Reihe der Form

00 00 -1
k k k
f@= 3 az—20"= » ap(z—20" + >  ap(z—z0)
k=—00 k=0 ., k=—o00
analog zur ?I';ylor—Reihe negative Potenzen

nennt man eine Laurent—Reihe.
Sie konvergiert lokal gleichmalflig und absolut in einem Kreisring

O0< Ry <|z—20 < Ro
Fir Ry < r < Round c(t) = zg + re*t, 0 < t < 27 gilt daher

j{ f(z)dz = i ag jl{ (2 — 20)Fdz = 2mia_q

k=—0o0

|2—zo|=r |z—zo|=r
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3.2 Der Cauchysche Hauptsatz

Wir hatten im Abschnitt 3.1 mit der Kurve c(t) = zg + re't, 0 < t < 27w
die Aussage

2wi . furn = -1
j{(z —z0)"dz = N
0 : firneZ\{-1}

C

Frage: Wann verschwindet das Integral Uber geschlossene Kurven?

Satz: (Cauchyscher Integralsatz, Hauptsatz der Funktionentheorie)

Ist G C C ein einfach zusammenhangendes Gebiet, f : G — C eine
holomorphe Funktion und ¢ : [a,b] — G eine geschlossene stlickweise
Cl—Kurve, so gilt stets

ff(z) dz =0
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Bemerkung:
Alle drei (fett gedruckten) Voraussetzungen sind wichtig und zusammen
hinreichend:

1) Die Funktion f(z) = Z ist nicht holomorph und es gilt:
]{ Zdz#0
z[=1

2) Das Gebiet G = {z € C : z # 0} ist nicht einfach zusam-
menhangend und es qilt:

1
?{ Sdz#£0
z
|z|=1
3) Die Kurve c ist nicht geschlossen und es gilt:

/zdz =0, c(t)= e(l_H)t, 0<t<2nm

C
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Beweis des Cauchyschen Integralsatzes:
Wir setzen ¢(t) = (z(t), y(t))T und f(z,vy) = u(z,y) + iv(x,y):

?{f(z)dz — /b(ux'—vy)dt—l—i/b(uy—l—vd;)dt

_ f(_“v)dx+q;zf<z>dx

C

Bei beiden Vektorfelder (u, —v)T und (v, w)? ist wegen der CR-DGLs die
Integrabilitatsbedingung erfullt:

—v u

Daher existiert ein Potential und beide Integrale sind wegen der ge-
schlossenen Kurve c identisch gleich Null.
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Korollar: Ist G C C einfach zusammenhangend, f(z) holomorph auf G
und c1,co : [a,b] — G, so folgt aus c1(a) = co(a) und c1(b) = co(b)
direkt

/f(z)dzz/f(z) dz
¢ éo

d.h. das Integral | f(2) dz ist wegunabhangig.
C

Satz: (Existenz einer Stammfunktion)

Sei G C C, f(z) holomorph auf G, zg € G ein fester Punkt und setze fir
ze @

F(2) = [ £(&) d

mit einer beliebigen stiickweisen C1—Kurve, die zg und z verbindet.
Dann ist F'(z) eine Stammfunktion von f(z), d.h. es gilt

F'(z) = f(2)
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Beweis:
Es qilt

F(z+h) — F(2) 1 ’7h
h hol

1
1
&= O/ F(z + th)h dt

1

/ F(z + th) dt
0

Daraus folgt

F(z+h) — F(2)
h

—f(Z)| =

1
[+ ) = 7)) at
0

< sup |f(z+th)— f(z)]—0
te[0,1]

fur h — 0.
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Korollar:

Ist f(z) auf einem einfach zusammenhangenden Gebiet G holomorph und
F(z) eine Stammfunktion von f(z), so gilt fiir alle stiickweisen C1-Kurven
c:la,b] - G

[ 1(2)dz = F(e(®) = F(c(a))

Beispiel:
Wir betrachten mit a, b € R, a,b > 0 das Integral
a7zbdz
a—1ib 22
Die Funktion f(z) = 1/z2 ist holomorph auf dem einfach zusam-

menhangenden Gebiet G mit
G=C\{zeR :z2<0}
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Damit ist obenstehendes Integral wegunabhangig.

Beachte: Das Gebiet  ist gerade die komplexe Ebene ohne die negative
reelle Achse.

Integration: Wir setzen c(t) = a + ¢¢t, —b < t < b und erhalten

b
dz / 1 gt — 1 b
22 b(a—|—it)2 T a4ty

c

1 1 2ib
a—ib a-4ib a2+ b2

Stammfunktion:

7%&_(1>WM_ 2ib
B a—ib  a?+ b2

z
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Bemerkung:

Anstelle des einfachen Zusammenhangs genugt es, im Cauchyschen Inte-
gralsatz zu fordern, dass ¢ nullhomotop ist, d.h. sich in G stetig auf einen
Punkt zusammenziehen laft.

Der Begriff homotope Wege wird auf Folie erklart.

Folgerung aus dem Cauchyschen Integralsatz:

Sei f(z) holomorph auf einem Gebiet G. Dann gilt flir zwei geschlossene
Wege c und c:

c,c homotop = ff(z) dz = ff(z) dz
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Beispiel: Fur jede einfach geschlossene Kurve ¢, die den Punkt zg € C
(einmal) im positiven Sinn umlauft, gilt

d
jI{ c = 2m1
) z— 20

Denn ¢(t) ist homotop zu &(t) = zg + €', 0 < t < 2.

Definition:
Fiir eine geschlossene, stiickweise C1-Kurve ¢ : [a,b] — C\ {zg} heilt

1 d
Uml (¢, zg) := 7{ z

27710 z — 20

die Umlaufzahl von c bezuglich des Punktes z.

Die Umlaufzanhl ist stets eine ganze Zahl und gibt an, wie oft der Weg ¢ den
Punkt zg in mathematisch positivem Sinne umlauft.
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3.3 Die Cauchysche Integralformel, Taylor—-Entwicklung

Satz: (Cauchysche Integralformel)

Sei f(z) holomorph auf einem Gebiet G, zg € Gund ¢ : [a,b] — G\ {20}
ein zum Punkt zg homotoper Weg, der zg im positiven Sinn einmal umlauft.
Dann gilt

fo) = 5o f 1 az
Tz — 20

Beweis:

Der Weg c laft sich innerhalb von G \ {zp} auf einen Kreis k-(t) = 29 +
re’, 0 < t < 27 zusammenziehen. Daher gilt

1G) g 5E) [ iGo+reh)

z— z z—z rett
c 0 oy 0 0

iret dt
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1[G, _ FiGo+reh

z— z z—z rett
c 0 For 0 0

ire' dt

21
= z/f(zo + re't) dt
0

Im Grenzfall r — O erhalten wir offensichtlich die Beziehung

21w
) / f(z0 + re) dt — 2mif(zp)
0

Da das Integral § F(2) 4, aber unabhangig von r ist, folgt
C

zZ—20
f(2)

zZ—z
- 0

dz = 2mwif(zg)
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Bemerkung:

1) Fir einen beliebigen zg—homotopen Weg in G \ {zp}, der den Punkt
zp nicht notwendigerweise genau einmal durchlauft, gilt

f(2)

zZ—z
P 0

dz = 2mi - Uml (¢, zg) - f(z0)

2) Nutzlich ist folgende heuristische Herleitung: aus der Taylor—Formel

oo

k z
F(2) = f(z0) + z ( Fot0) (o oyt

folgt

fz) _ f( o)+2f (.O)(Z_ZO)k:—l

z— 20 z—zo
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2) (Fortsetzung)
Formal erhalten wir damit

f(2) f(20) f("’)(z ) (s
Cmdzzcz—zod +27{ 0) (2 — z)FLdz
=0 .
= 27mi- f(z0)
Beispiel:

Zu berechnen sei das Integral

dz,

2
) 1+ =z

wobei c die Achterkurve bezeichnet, die den Punkt z; = ¢ einmal im posi-
tiven Sinn, den Punkt zo = —i einmal im negativen Sinn umlauft.

94




1) Berechnung mittels Partialbruchzerlegung

P

/ 1iz2d - j{(z+i)1(z—i)dZ:%Z{(z—1l—i_ziz’> az
}[z—l—z %C zd—zi

- %(—2772') - %(2772') = or

2) Berechnung mittels Cauchyscher Integralformel
1 —|—@ Z2—1 z
dz = j[ =+i) 4. ]{
) 14 22 ? zZ—1 T

= am (z —T— z) - 2m <—zl— z) =2n
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Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel:
Korollar 1:  (Mittelwerteigenschaft)

Ist f(z) holomorph auf dem Gebiet G, so gilt fir zg € G, K,(zg) C G die
Mittelwertformel

27
fl0) = o [ sGotretya

Korollar 2: (Maximumprinzip)

1) Ist f(z) holomorph auf G und besitzt | f(z)| sein Maximum in zg € G,
dann ist f(z) eine konstante Funktion.

2) Ist f(z) stetig auf G und holomorph auf G, so nimmt |f(z)| sein Ma-
ximum stets auf dem Rand 0G an.
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Korollar 3: (Fundamentalsatz der Algebra)
n

Ist p(z) = > ayz" ein Polynom vom Grad n > 1 und a,, % 0, so besitzt
=0

p(2) wenigst?ens eine Nullstelle in C.

Beweis:
Annahme: das Polynom besitzt keine Nullstelle. Dann ist die Funktion
1
f(z) = ——
p(z)
holomorph auf ganz C. Nun gilt
1
FRI = anz™ + an_lz”_l + ...+ ap
1 1
12| |an + an_lé + ...+ aozin
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Im Grenzfall z — oo erhalten wir also

lim 1£(=)| =0

Z— 00
Daher muss |f(z)| in einem Punkt zg € C das Maximum annehmen und
nach dem Maximumprinzip folgt f(z) = const.

Demnach ist auch p(z) = const und wir setzen
p(z) ==«
Es qgilt dann
anz" + an_lzn_l +...4+ap=«

und wir erhalten durch Koeffizientenvergleich a,, = 0, also einen Wider-
spruch.
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Satz: (Taylor—Entwicklung komplexer Funktionen)

1) Ist f(z) auf einem Gebiet G C C holomorph, zg € G, soist f(z) in

jedem Kreis K- (zg) C G in eine Potenzreihe entwickelbar

oo

F) = ap(z—20)%, |z—z20l <7

k=0
Den Punkt zg nennt man den Entwicklungspunkt.
Insbesondere ist f(z) auf G beliebig oft differenzierbar mit

() =Y kap(z — 20)" !

k=1
2) Die Koeffizienten a;. der Potenzreihe sind gegeben durch

1
ar, = [ (20)
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Satz: (Fortsetzung)

3) Fur den Konvergenzradius R der Taylor—Reihe gilt
R > sup{r >0 : K;(z9) C G}

4) Analog zur Cauchyschen Integralformel

_1 £2)
fCo=oy | 7,

|z2—20[=7

dz

gilt fir die Ableitungen von f(z) die Formel

(M) (50) = ™ f(z)
fOC =5 f e

|20l =r

(Verallgemeinerte Cauchysche Integralformel)
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Beweis Teil 4):
Nach der Cauchyschen Integralformel gilt

_ 1 1)
o) =5}

1 ¢ — 20
|(—20|=r

wobei der Kreis |( — zg| = r einmal im positiven Sinn durchlaufen wird.
Liegt nun z innerhalb dieses Kreises, d.h. |z — zg| < r, so folgt ebenfalls

dg

_ 1 f(C)
J&=5= ¢ Lo
C—zol=r
Wir schreiben nun
1 _ 1 - ¢ — 20
¢—z ¢—20 (C—20)—(z—20)

. 1 . 1

C=0 1o (E2)
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Der letzte Ausdruck auf der rechten Seite ist der Grenzwert der geometri-

und wir erhalten damit
11 ioz (z — zo) K
¢—=z ¢ — 20 k=0 ¢ — 20
Fur den Integranden in obenstehendem Integral folgt

Q) & f(<)
¢—=z - kZ::O (C - ZO)k+1

(2 = 20)"
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FUr die Integralformel ergibt sich damit

]g °° f(0)
C e b (C — zg)F T

Da die Potenzreihe gleichmaRig konvergiert, kann man Summation und
Integration vertauschen und wir erhalten

f(z) =

o (2= 20)"d¢

e 1
FO=3 |5n f | G-

k=0

(—zol|=r

Ein Koeffizientenvergleich in der Potenzreihe ergibt wegen 2)

Ty, - L F(O
pl o) =ar=o o f (C — zg)k 1

|¢—zo|=T

dg

und damit die verallgemeinerte Cauchysche Integralformel.
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Satz: (Cauchysche Ungleichung)

Sei f(z) holomorph auf G, zg € G, Kr(2g) C G. Fur die Koeffizienten der
Taylor—Entwicklung von f(z) um zq gilt dann die Abschatzung

L o) < 0
mit
M(r) = max [/(=)
Beweis:

Aus der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel

n n! f(2)
f( )(ZO) = 2_71-7, f (z—zo)n'l'l dz

|z—20|=r
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folgt direkt

1 1 5]
1w < 1 |
‘n!f (ZO)’ = o \z$§|><=r<|z—zo‘n+1> 2mr
= M)
;

Satz: (Satz von Liouville)
Ist f(2) holomorph und beschrankt auf C, so ist f(z) konstant.

Beweis:
Aus der Cauchyschen Ungleichung folgt im Grenzwert r — oo:

f(n)(z) =0 VzeC,n>1
Damit ist auch f/(z) = O fir alle z € C und f(z) = const.
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3.4 Singularitaten, Residuen
Satz: (Laurent—Entwicklung)
1) Sei f(z) auf einem Gebiet G C C holomorph, zg € C (Entwicklungs-
punkt), 0 < 7 < R mit
Kz g(z0) ' ={z : <]z —20| <R} CG
Dannist f(z) auf KF,R(ZO) in eine Laurent—Reihe entwickelbar:

o0

fF)= Y ap(z-20)F, T<|z—2|<R

k=—o0
2) Fur die Koeffizienten gilt (7 < p < R)

1 ]{ f(C)

=5 (€~ 2oy ¥l d¢ (keZ)

ag
|C—z0|=p
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Satz: (Fortsetzung)

3) Die Reihe konvergiert innerhalb des groRten Kreisringes K. r(20),
der noch innerhalb von G liegt, in jedem kleineren (kompakten) Kreis-
ring K,,,0,(20) ist die Konvergenz absolut und gleichmagig.

Beweis:

Gegeben sei ein Kreisring K. p(20) C G, 7 <71 < R < R mit den beiden
Randern

or(t) = zo+ret, 0<t<o2m
cp(t) 20+ Re', 0<t<2r

Behauptung:

Nach dem Cauchyschen Integralsatzes gilt fir einen Punkt z € K. r(20)
die Beziehung

1 f(C) dc — )

fz) = 21 C — 27T’L C — z
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Seien dazu die beiden Kurven ¢ und c» definiert wie auf der Folie ange-
geben. Dann qilt:

f(©) O (9 Q)
C—zdc 7{{—2 - C—zd<+]{
= 27rz-f(z)—|—0

Wir versuchen nun, fur die beiden Kurvenintegrale eine Reihendarstellung
herzuleiten:

Sei zunachst ¢ ein Punkt auf cg, d.h. | — 20| > |z — 2¢|. Dann gilt
1 1 ¢ — 20

(—2z (-2 (C—20)—(z—20)

1 1 1 & (z—zo>
¢ — 20 1—(238) C—20 ;=o\C— 20
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Setzt man diese Formel in das Kurvenintegral ein, so folgt direkt

1 O, OO f(©)
27T'iCR ¢ — Z |:27TZ f{ (C )k;-|—]_ d

Sei nun ¢ ein Punkt auf ¢, d.h. | — zg| < |z — zg]|. Dann gilt

(z — 20)"

1 1 zZ — 20

(—z  z—2z (C—20)—(z—20)
_ 11 _1.°°<<—zo>’“

zZ — 20 1_<C—A>_ Z—20 ;—o\%— 20

zZ—20

B _Zl (z — z9)™ (m=—(k+1))
(¢ —zg)m !

m=—oo
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Einsetzen in das Kurvenintegral Uber ¢, ergibt demnach

@, ]g f(© k
— d —
27, C — z k::— 2mi ) (¢ — zg)kT1 ¢| (== 20)
Addiert man nun beide Reihendarstellungen, so folgt
o
f)= > ag(z—20)%, r<|z—2| <R
k=—00

wobei die Koeffizienten durch

f(©) _
szf{(g_ZO)lH-l ¢ 1 k=0,1,2,...

f(<) C o
2m7§(c oy k=123

arp —

gegeben sind.
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Nach dem Cauchyschen Integralsatz gilt dann auch

1 C9)
]{ (¢ — z)k+1

d¢ (ke )

ap = —
k 271
|¢—z0|=p

flr ein beliebiges p € [r, R].
Bemerkung:

1) Die Laurent—Entwicklung von f(z) ist bei vorgegebenem Kreisring
eindeutig bestimmt.

2) Ist f(z) holomorph im gesamten Kreis K 5(zg), so gilt aufgrund des

Cauchyschen Integralsatzes fur k = —1, -2, —3, ... die Beziehung
ap = 0
und die Laurent—Entwicklung stimmt dann mit der Taylor—Entwicklung
uberein.
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Beispiel:

Wir betrachten die Funktion
sin z

() =5

mit Entwicklungspunkt zg = 0 und Kreisring 0 < |z| < oo.

Mit der Taylor—Entwicklung

00 " 52k+1
Sinz = 1)
k;z::o( ) (2k 4+ 1)!
erhalten wir die Laurent—Reihe
sin z e 22k—1 1z 23
fz) = Y (—1)F S AT

2 T = 2k+1)! =z 31 Bl
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Beispiel: Wir betrachten die Funktion

1
f(z) =
(z+1)(z—-2)
mit Entwicklungspunkt zog = 0. Der Nenner hat zwei Nullstellen in z = —1

und z = 2. Es existieren daher drei Laurent—Entwicklungen, namlich in
|z| < 1,inl < |z| <2,undin |z| > 2.
Fur den Kreisring 1 < |z| < 2 gilt etwa:

1 1 1 1 1 1 1 1

JG) = 3 573 1T 6122 3 141/

= () 56 - Y
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Definition: Sei f(y) holomorph auf einem Gebiet G. Ein Punkt zo €
C heil}t isolierte Singularitat von f(z), falls ein » > 0 existiert mit
KO,T‘(ZO) C G.

Ist f(2) = X ay(z — 2z0)" die Laurent—Entwicklung in Ko (o), so nennt
man

1) den Punkt zg eine hebbare Singularitat, falls o, = O fur alle ¥ < O
gilt,

2) den Punkt zg einen Pol der Ordnung m € N, falls gilt
a_m#Z0 N VkE<-m ! a,=0

3) den Punkt zg eine wesentliche Singularitat, falls a;. = 0 fur unend-
lich viele & < O gilt.
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Beispiele:
1) Der Punkt zg = 0 ist eine hebbare Singularitat der Funktion

sin z
f(z) = ;
z
denn die Taylor—Entwicklung lautet
sine _ =,
z 3! 51
2) Die Funktion
sin z
f(Z) - 22

hat in zg = 0 einen Pol der Ordnung 1.

3) Rationale Funktionen haben keine wesentlichen Singularitaten: sei

_ p(2)
& =5
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eine rationale Funktion. Die Singularitaten sind die Nullstellen von
q(x). Ist nun zg eine m—fache Nullstelle von ¢(z), so gilt

1
q(z) = (z—20)"'r(2), r(20) #0 — f(z) =~ -9(2),
(z — z0)™
wobei g holomorph in zg ist. Daraus folgt
1 s k
f(z) =——= > ap(z—20)
(z - ZO)m kgo
d.h. zq ist ein Pol der Ordnung < m oder eine hebbare Singularitat,
fallsag =a1 =...a,,-1 = 0.
4) Die Funktion f(z) = el/# hatin zg = 0 eine wesentliche Singularitét,
denn es gilt
1 /1 1 /1\2 1 /1\3
GO TC
© TG T T
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Satz: (Klassifikation von Singularitaten)

1) Ist zp eine habbare Singularitat, so existiert der Grenzwert
lim,—. .4 f(2). Die Funktion

~ f(2) Lz FE 2

ist eine holomorphe Fortsetzung von f(z).

2) Ist f(z) in einer Umgebung von zg beschrankt, so ist zg eine hebbare
Singularitat.

3) Ist zg ein Pol von f(z), so gilt

lim f(z) =
z—2zQ

4) Ist zo eine wesentliche Singularitat von f(z), so bildet f(z) jeden
Kreisring Ko .(z0) auf C oder C \ {a} ab.

117

3.5 Komplexe Partialbruchzerlegung, Residuensatz
Definition: Besitzt die Funktion f(z) bei zg die Laurent—Entwicklung

oo
F(2) =3 ap(z—20)" 0<|z—z|<r
— 00
SO0 nennt man
-1
h(ziz0) ==Y ax(z — z0)"
— o0
den Hauptteil von f(z) zum Entwicklungspunkt zg.
Satz:
Ist (z) = p(z)/q(z) eine rationale Funktion, wobei der Grad des Zahlers
echt kleiner als der Grad des Nenners ist, und sind z1,..., zmy die (ver-

schiedenen) Nullstellen von ¢(z), so gilt
r(z) =h(z;2z1)+ ...+ h(z; zm)

118




Beweis:
Idee: Wir zeigen, dass die Funktion g(z) definiert durch

m
g(2) :=r(2) = 3 h(zi %)
j=1
beschrankt und auf ganz C holomorph ist. Nach dem Satz von Liouville
folgt dann, dass g(z) konstant ist. Mit Jim_ g(z) = 0, folgt dann die Be-
hauptung.

Offensichtlich ist g(z) holomorph auf dem Definitionsbereich C \
{z1,...,2zm} und die Hauptteile der Laurent—Entwicklungen zu den Ent-
wicklungspunkten z1, ..., zm verschwinden identisch.

Demnach sind die Punkte zq, ..., 2, hebbare Singularitaten und g(z) ist
holomorph auf ganz C. Wegen grad p < grad ¢ folgt

lim r(z) =0

Z— 00
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und damit auch
lim g() =0

Also ist g(z) beschrankt und holomorph auf ganz C. Nach dem Satz von
Liouville folgt

g(z) = const
und aufgrund des Grenzverhaltens fur z — oo folgt
9(z) =0
Anwendung des Satzes:

Die Partialbruchzerlegung einer komplexen rationalen Funktion kann tber
die Hauptteile der Laurent—Entwicklungen berechnet werden, wobei die
Entwicklungspunkte gerade die Singularitaten der rationalen Funktion sind.
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Beispiel:
Man bestimme die Partialbruchzerlegung der Funktion

4
&= oG-
Der Nenner besitzt die beiden Nullstellen z = —1 und z = 1. Wir be-

stimmen daher die Hauptteile der Laurent—Entwicklungen um gerade die-
se beiden Punkte.

1) Fur z = —1 schreibt man

f) =1 *

(z4+1)2 2-1

9(=)
Nun ist g(2) in einer Umgebung des Punktes z = —1 holomorph und kann
in eine Taylor—Reihe entwickelt werden. Es gilt daher

= 1 (2-GEHD+O(+1)?)
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und wir erhalten damit
2 1
f@%__@+1p_z+%
h(zi—1)
2) Analog schreiben wir fir den Punkt z = 1
1 4
z—1 (z41)2
————
9(=)

+...

f(z) =

und erhalten durch Taylor—Entwicklung

— 1 2
[ =~ (1-G-1D+0(=-1)?)
1
z—1
h(z;—1)

—-1+4...
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Demnach ist die komplexe Partialbruchzerlegung von f(z) gegeben durch

2 1 1
+

f(z):_(z—l—l)z_z—l—l z—1

Definition:

Ist zg eine isolierte Singularitat von f(z), so besitzt f(z) eine Laurent—
Entwicklung zum Punkt zq, d.h.

oo

f(2) = ap(z—20)%, 0<|z—=z0| <7

—00

Man nennt dann
Res (f;z0) :=a_1

das Residuum von f(z) in zg.
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Satz: (Residuensatz)

Sei G ein Gebiet, f : G\ {21,...,2m} — C sei holomorph, ¢ eine ge-
schlossene, stiickweise C1-Kurve in G \ {z1, ..., zm}, die in G nullhomo-
top ist, d.h. innerhalb von c liegen hochstens die isolierten Singularitaten
z1, ..., 2m. Dann gilt

ff(z) dz = 2mi S Uml (c; z1,) - Res (f; z1,)

k=1
Beweis(idee):
Eine Skizze zur Beweisidee findet man auf der Folie.

1) Zunachst genugt es, die Singularitaten, die innerhalb von c liegen, zu
untersuchen, da sonst die Umlaufzahl Null ist.

2) Man zerlegt c in geschlossene Kurven cq,...,cs, sodass jede dieser
Kurven c; nur Singularitaten mit gleicher Umlaufzahl I; enthalt.
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3) Jede Kurve c; ist innerhalb von G \ {21, ..., zm} homotop zu einer [ ;-
fach durchlaufenen einfach geschlossenen Kurve c;, siehe Zeichnung auf
Folie.

Daraus folgt
j[f(z)dz: Z ff(z)dz: Z lj-%f(z)dz

4) Jeder einfach geschlossene Weg ¢; kann in eine Summe von Kreisen
um die Singularitaten innerhalb von ¢; zerlegt werden, siehe Zeichnung
auf Folie.

Daraus folgt

z{f(z) dz = ki:l Uml (c; z1,) % f(2)dz

|2—z1|=pk
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Mit der Laurent—Entwicklung um z;, gilt aber

m .
f(z)dz = > aj(z—z) dz
|z2—2k|=pk z—zpl=py /=
m .
= > aj- ]{ (2 — z1)? dz
IZ70 amzy|=p

= 27i-a_1 = 27i-Res (f; z)

Fur die Kurve in der Beweisskizze erhalt man also

§1()dz = 2ri-[2Res (f;21) +Res (f; )

+Res (f; z3) + 2Res (f; z2) + 2Res (f; 25)]
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Methoden zur Berechnung von Residuen

Satz:
1) Ist zg ein einfacher Pol von f(z), so besitzt f(z) eine Darstellung der

Form

9(2)

f(z) =

Z— 20
mit einer in zg holomorphen Funktion g(z). Fir das Residuum gilt
dann

Res (f;z0) = g(20) = |im (2 — 2z0) f()

Z—Z

2) Ist f(z) = p(2)/q(z) mitauch in zg holomorphen Funktionen p und ¢
eine rationale Funktion und zg eine einfache Nullstelle von ¢(z), so

gilt

Res (f; z0) = 5,((2))
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Satz: (Fortsetzung)
3) Gilt f(z) = g(2)/(z—20)™, m > 1 mit einer in einer Umgebung von
zo holomorphen Funktion g(z), so gilt

gD (z0)
(m—1)!

Res (f; z0) =

Beweis:

Die erste Aussage ist ein Spezialfall von Teil 3), der Uber Taylor—
Entwicklung bewiesen werden kann, da g(z) in einer Umgebung von z
holomorph ist:

z gk (4
f(Z) — 9( ) . Z g ( O)(Z_Zo)k—m

(z — z9)™ =0 K
Man kann dann direkt das Residuum ablesen und es folgt

gD (z)

1= ") = Res (f; 20)
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Beweis: (Fortsetzung)
Fur Teil 2) definieren wir

q(z) =: (z — z0)7(2)
Dann ist r(z) im Punkt zg holomorph fortsetzbar mit »(zg) 7 O.
Damit ist die Funktion

_ p(z)
bei 2 = zp holomorph und wir erhalten fir f(z) die Darstellung
z
zZ — 20

Nach Teil 1) folgt wegen ¢'(2) = r(2) + (z — 20)7'(2)

p(20)
Res (f;20) = g(z0) = —
7(20)
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Beispiel: Fur die Funktion
1
z) =
I&=Cine -2
hat man nach Teil 1) des letzten Satzes
1 1
Res ; -1 = e
1 1
Res(f;2) = = -
z + 1 =2 3
Beispiel: Fur
1
f(Z) - 1 _|_ 22
gilt nach 2)
1 1 1 1
Res(f;i) =—| =_, Res(f;—i)=_ =
(fi0) 221y=4 21 (fi =) 22ly=—4 21
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Beispiel: Die Funktion

e’LZ

hat bei zo = 7 einen Pol zweiter Ordnung. Nach dem letzten Satz, Teil 3),
gilt
: I 3
Res(f;i) =4 (1) = ——
4e
wobei die Funktion g(z) aufgrund der Darstellung

eZZ

1&) = 26 a2

durch

e’LZ

SRREEEE

gegeben ist.
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3.6 Berechnung reeller Integrale mittels Residuensatz

Satz:
Sei r(x) = p(xz)/q(x) eine rationale Funktion, die keine Singularitaten
auf R besitzt, und es gelte grad (¢) > grad (p) + 2. Dann gilt
oo
/ r(x) dr = 27 Z Res (R; z)
—00 Im z>0
Beweis:

Wegen grad (¢q) > grad (p) + 2 existiert nach dem Majorantenkriterium
das oben stehende uneigentliche Integrale, denn fur z > 1 gilt

p(z)
q(z)
Wir approximieren jetzt das uneigentliche reelle Integral durch ein komple-
xes Integral entlang einer Kurve (siehe Folie).

<C
_x2
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Ist » hinreichend groR, so liegen alle Singularitaten z;, von r(z) mit strikt
positivem Imaginarteil innerhalb der Kurve c¢1 + c».

Daraus folgt

2mi Y Res(R;z) = ]{ r(z) dz—/r(z) dz—i—/r(z) dz

Nun gilt

/'r(z) dz = /r(z) dz — / r(2)dz  (r — oo)

C1 -7
Weiter berechnet man
/r(z) dz | < max|r(z)| - nr < m“% — 0 (r — o0)
|z|=7r T
c2
Daraus folgt direkt die Behauptung.
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Beispiel: Wir untersuchen das uneigentliche Integral

14 26
—

Die Funktion r(z) = 1/(1 4+ 2°) besitzt sechs Polstellen, von denen drei
- T - T -5
in der oberen Halbebene liegen, namlich €6, e'2, e* 6 . Ferner gilt

1
Res(r;zp) = —=| = _Zk
6Z Zk’ 6
Damit folgt
= 2m (—le% lei% — 1625‘5#)
1+ 26 6 6
—o0

™/ . T LT . b
= —{Ssin— SN — SN —
( 6+ 2+ 6)

3 (25|n——|—1)

s
3
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Beispiel: Wir untersuchen das Integral

oo

eZUJ.Z‘
/ mdx, a > O, w > O
— o0
Der letzte Satz laldt sich nicht direkt anwenden, aber wegen

wz e—wWY 1 c

(&
= < < >0
22 4 a2 122 4+ a2| ~ |22+ a?| ~ |2|? (y=0)
entlang des Weges c¢», gilt die Aussage analog.
Wir erhalten also

o0 W ez’wz ez’wz
—— —dx = 2m Res | ———=:2.| =2ntRes | ———=:1a
/ 22 + a2 Z (2:2 + a2 k) <22 + a? >
—00 Im 21, >0

Wz
. €

= 2m —wa

e |3

2z

z=1a
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Weitere Anwendungen: (ohne Beweis)
Satz:

Sei f(z) holomorph auf {z : Imz > —e}, ¢ > 0, mit Ausnahme endlich
vieler Singularitaten in der oberen Halbebene Im z > 0.
Gilt

lim z) =0,
|z|—>oo,y20f( )

so folgt

(0.]
CHW / F@)e®de =2mi Y Res(f(2)e'*; z)
—00 |mzk>0
Beispiel: Es gilt

00 00 .
COSx s SinNx

2daz=—, 5

14z e 1+ =x

— 00 — 00

der =0
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Satz:

Sei r(z) eine rationale Funktion ohne Polstellen in 0 < z < oo und es

gelte gradq > grad p. Fur O < o < 1 gilt dann
(0. @)
o
/T(x) dv=-—""0_ Y Res (T(Z);zk)
e 1 — e 2mavi pe
0 z,€C\{0}
Dabei ist folgender Zweig von z® zu wahlen:

z=re® 0<¢p<2r = 2¢=r%i?
Beispiel:

Man berechnet
O

1 ™
O/:Ua(l + z) du = sin(ra)
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Kapitel 4: Die Fourier—Transformation

Wiederholung aus Analysis Il: Fourier—Reihenentwicklung

Sei f : R — C eine T—periodische, stuckweise stetige Funktion:

f() = % + ioz (ap cos(kwt) + by, sin(kwt)
k=1

T/2
2 / f(7r) cos(kwT) dr

T
—T/2

T/2
b = 2 / F() sin(kwr) dr

T
—T/2

af

Reelle Darstellung der Fourier—Entwicklung mit w = 27 /T
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Satz: (Konvergenzsatz)

Sei f : R — C T—periodisch, stickweise stetig differenzierbar.
Betrachte die zugehorige Fourier—Reihe

Fy(t) = % + i (g, cos(kwt) + by, sin(kwt))
k=1

1) Die Reihe konvergiert punktweise und fur alle ¢t € R gilt:
1 _
Fp(t) = (FGT) + (7))

2) In allen kompakten Intervallen [a, ], in denen f(t) stetig ist, ist die
Konvergenz gleichmalig.

Bemerkung:

Stetigkeit von f(t) reicht fiir die Konvergenz der Fourier—Reihe nicht.
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Komplexe Darstellung

m .
@& = Yyttt
k=—oc0
T/2
1 —itkwT
w o= o [ Fe s
T
—T/2
Grundidee der Fourier-Transformation
Betrachte den formalen Grenzwert T' — oo, um eine Fourier—Entwicklung

flr nicht—periodische Funktionen zu erhalten

- T/2
f(t) = oy _Z elwit / f(T)e_iwkT dr | Aw
h=—o0 —T/2

Riemannsche Summe mit Aw := w und w;, 1= kEAw.
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Definition:
Die Funktion F'(w) gegeben durch

oo

F(w) = / F(r)e ™ dr

— o0
heil’t (sofern sie existiert!) die Fourier—Transformierte (Spektralfunktion)

von f(t).

Die Darstellung
1 0.}
Ft) = — / F(w)e™t duw
27
— o0

nennt man das Fourier—Integral (Spektrale Zerlegung) von f(t).
Beide uneigentlichen Integrale sind im Sinne des Cauchyschen Hauptwer-
tes zu berechnen.
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Bemerkung:

Die Fourierkoeffizienten (v )¢z einer periodischen Funktion f(¢) bilden
das diskrete Spektrum von f.

Die Fourier—Transformation (F'(w)) ,cr einer nicht-periodischen Funktion
liefert das kontinuierliche Spektrum.

Andere Schreibweisen:

oo

FINW = [ feemar

FLUF|() = %F(w)em o

Fourier—Transformation und inverse Fourier—Transformation
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Bemerkung:
Durch Zerlegung in Real- und Imaginarteil erhalt man die reelle Darstel-
lung der Fourier—Transformation

oo

Flw) = / F(r)(cos(wr) — isin(wr)) dr
=: a(w) —ib(w)
mit
a(w) = /f(T)COS(uJT)dT (gerade Funktion)
b(w) = /f(T)Siﬂ(u)T)dT (ungerade Funktion)
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Dann gilt auch die Darstellung des Fourier—Integrals:

£t = % [ (aw) — ib(w))(cos(wr) + isin(wn)) d

oo
1
- = / (a(w) cos(wt) 4 b(w) sin(wt)) dw
T
0
Zusammenfassung: (Sinus—, Cosinus—Spektrum)

£t = % [ (a(w) cos(wr) + b(w) sin(w)) d
0]

oo oo

/ F(r) cos(wr)dr,  bw) = / F(7) sin(wr) dr

—00 —00

a(w)
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Beispiel:
Wir betrachten den Rechteckimpuls der Form

1 : —a<t<a
f(t):{o C |t > a

Dann berechnet man

00 a
Flw) = / F(t)e ™t gy = / et gy
—00 —a
1 Y 1 ,
— %e—zwt — _._(e—zwa .
1w —a 1w

2
_ —sin(wa) : w#0
= w
2a C w=20

ez’wa)
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Umkehrung:

_1[F](t) — i / Meiwtdw

21 w
— 0

cos(wt) dw

% 7 Sini)wa)

_ 1 70Sin(w(a,—|—t)) i?sin(w(a—t))d

dw
w T 2T
—00 —00

27
Dies sind sogenannte Dirichlet-Integrale der Form

CHW / sin (aac)

und man verwendet zur Berechnung den Residuensatz.

w
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Es folgt:

T . a>0
CHW / Sln(ocx) dxr = O : a=0
-7 . a<O0

Damit ergibt sich die Umkehrung in der Form
It| < a

FFI(®) =

t=a

ON|+FR B~

It| > a

Bemerkung:
Man beachte insbesondere die Mittelwerteigenschaft

() = 5 (F6H) + 7))
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Beispiel:
Gegeben sei die Funktion (a > 0)
e s t>0
J(0) = { 0 :t<O
Dann gilt:
o0 o
Py = [ fwetar= [ttty
—00 0
- _ 1 e—(a—Hw)t o — 1
a+ iw 0 a+ w

Umkehrung wieder mit Hilfe des Residuensatzes:

_ e~ 1 t>0
fl[F](t):{ 0 :t<O

und F~L[F](0) = 1/2.
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Konkrete Berechnung:

FURD) = o [ o —dtdw

27

1 wwt
= / © dw

271 w —1ia
— 00

1 1r
= = [
271 xr — tat

—0o0

= Y Res( e zk>

z —iat’
Im Zk>0

. e - t>0
0 D t<O0
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Beispiel:

Gegeben sei die Funktion (a > 0)

Dann gilt:

F(w) =

F(t) = el

o0
/ o—alt] g—iwt gy

—o0

/0 ela—iw)t 1y 4+ 706—(a—|—iwt) dt
—00 0

1 1
—+ ,
a — 1w a+ ww
2a
a? + w?
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Satz: (Existenz und Eindeutigkeit)

1) Ist  f(t) stickweise stetig und absolut integrierbar, d.h.
22 | f ()] dt < oo, so existiert die Fourier—Transformierte

o
F(w) = / F(t)e ™t gt
— OO
fur alle w € R. Das Integral konvergiert gleichmaRig und F'(w) ist
stetig.

2) Ist f(t) eine stiickweise C1-Funktion und absolut integrierbar, so gilt
fur alle t € R:

ezwt

1, Han 7
S + 1 ))_CHW_ZO F()5

dw

T

3) Sind f1, fo wie in 2) mit I} (w) = F>(w) fir alle w € R, so folgt
f1(t) = fo(t) in allen Punkten ¢, in denen f; und f> stetig sind.
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Rechenregeln:
Im Folgenden seien f,g,... : R — C stlickweise stetig und absolut inte-

grierbar. Mit F(w), G(w), ... bezeichnen wir die entsprechenden Fourier—
Transformierten.

1) Linearitat
FIf +9lw) = Flfl(w) + Flgl(w)
Flafl(w) aF[fl(w)  (a€C)

2) Konjugation
Flfl(w) = F(~w)

denn:

oo oo

FINW = [ Foe“ar= [ f@)e ) ar

—00 —0o0
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Rechenregeln: (Fortsetzung)

3) Streckung

w

FUEIw) = —F (2)

]

denn:

oo o0 O

/ Fct)e™ ™t dt = sgn(c) / frye @i gy =1 / F(r)e 5T dr
—00 —00 ¢ |C|—oo

4) Verschiebungssatze
Flft —a)l(w) = e ™ F(w)
Fle'' f(1)](w) = F(w — a)
Folgt durch direktes Einsetzen
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Rechenregeln: (Fortsetzung)

5) Faltungssatz

Man nennt
O

(F)@®) = [ ft=)g(r)dr

— 00

die Faltung der Funktionen f und g. Es gilt
Flf xglw) = F(w)- G(w)
FIFgl@) = 5-(FxG)()
denn:
Flf =gl = / (/ ft—m7)g(r) d’T) e Wt gt
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Rechenregeln: (Fortsetzung)
5) Faltungssatz (Fortsetzung)

Flf*xg]l = 7 ( 7 ft—71)g(7) dT) e Wt

— 00 — OO

— / / £t — T)e @) g (1) T drd

—Oo0 —00

= 7 (7 f(t = 7)e =) dt) g(T)e ™7 drdt

—00 — 00

= F(w)- / g(F)e T drdt = F(w) - G(w)
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Beispiel:
Fur die Faltung g = f x f des Rechteck—Impulses

1 —1<t<1
f(t):{o D> 1

gilt
i 2t 1 —2<t<?2
g(t): /1f(t_7-)d7-:{ 0 . ‘t| >_2 o

Aus dem Faltungssatz folgt mit dem Beispiel oben direkt

4 _
G(W):F(w)-F(w)z{ u)QS'nQ“’ w0
4 cw=20
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Rechenregeln: (Fortsetzung)

6) Differentiation
Ist f(t) eine stiickweise C1—Funktion mit endlich vielen Unstetigkeits-
stellen 71, ..., 7m und sind f(t), f'(t) absolut integrierbar, so gilt:

]-—[f’](w) = iwlF(w) — Z (f(q-]j') _ f(Tk—))e—ink
k=1
Beweis mittels partieller Integration (auf Folie).

Ist f(¢) sogar stetig, so folgt F[f/](w) = iwF(w) und unter entspre-
chenden Voraussetzungen gilt sogar:

FIM(w) = (iw)"F(w)

Wesentliche Eigenschaft zum Einsatz der F-Transformation bei
DGLs!
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Beispiel:
Wir betrachten die gewohnliche Differentialgleichung

Y (1) 4+ ay'(t) + by(t) = c(t)

mit den Grenzbedingungen

lim y(t) =0, lim ¢/(t) =0

|t| —o0 t|—o0

Man berechnet nun die Fourier—Transformation der DGL:
Flyl(w) = Y(w)
Fly'l(w) = —iwY(w)
Fly"l(w) = —w?Y(w)
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Die Fourier—Transformation der DGL lautet damit:

(—w? + iwa + b)Y (w) = C(w)
und es ergibt sich
C(w)
—w?2 +iwa+b

Y(w) =
Daher gilt
y(t) =

I T A C)) (i)
- 271'/ Zo — 2+ iwa+ b drdt

—00 —

Rucktransformation ist dargestellt als Faltungsintegral.
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Anwendungen der Fourier-Transformation

1) Partielle DGLs: Warmeleitungsgleichung

Ut = Uxx, —co<xr<oo, t>0
u(z,0) = wug(x)

Fourier—Transformation bezuglich der x—Variablen:

0. @)
U(w,t) = /u(m,t)e_wxd:c
—00

Damit folgt flr die Warmeleitungsgleichung

Uy = c(iw)?U, t>0,weR

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung in ¢t mit Parameter w.
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Daraus folgt:

Ulw,t) = U(w,0)e

U(w,0) Uo(w)

und damit
U(w,t) = Uo(w)e_CWQt

Riicktransformation:

Anfangsbedingung
F~HUol = uo(@)
Weiter qilt
o0
F—l[e—cuﬂt] — i / e—cwzt eiwm dew
27
— 0
161
Es qilt
o0 (0. @)
f—l[e—cwzt] — i / e—cht ez’wx dw = i / e—cw2t+z'w:c dw
27 27
— OO — 00
1 z2
— e  4ct
2+\/mct

Aus dem Faltungssatz folgt dann

u(z,t) = F1 [er_cwzt

]

1 z2
= up * e 4ct
0 (2\/71'Ct >

(0. @]
1 / _(z—6)2
= e At ug(§) dé
\/47rct_oo

Analoge Losungsdarstellung mit Hilfe der Greenschen Funktion.
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2) Partielle DGL's: Potentialproblem fiir die Halbebene

Uzzr + uyy = O, —co<zr<oo, 0<y<oo
u(z,0) = wup(w)
Fourier—Transformation bzgl. = (bei festem y) ergibt:

Uyy = —(iw)?U = w?U

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung in y mit allgemeiner Losung

U(w,y) = C1(w) elwly 4 Co(w) e~ lwly

Sucht man Losungen, die flr |y| — oo beschrankt bleiben, folgt

U(w,y) = Ca(w)e W (C1(w) = 0)
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Mit der Randbedingung u(xz,0) = ug(x) folgt die Losungsdarstellung

U(w,y) = Up(w) eI«

Rucktransformation

FHUol = wuo(a)
1 — 1 2y
Fle—lwlyy — = .9
le ] 21 y2 4+ 22
und Anwendung des Faltungssatzes ergibt
=t [ 5t (6) de
U\T,Y) — — up
w ) 12+ (@62

Dies ist gerade die Poissonsche Integralformel fur die Halbebene.
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3) Das Abtastproblem

Von einer hinreichend glatten Funktion f(¢) seien nur die Werte an den
diskreten Punkten t, = kAt, k € Z, bekannt.

Frage:

LaRt sich f(t) aus diesen Abtastwerten f;. = f(¢;) eindeutig rekonstruie-
ren?

Beispiel 1:

Sei f(t) ein Polynom vom Grad n. Dann benétigt man (maximal) (n 4+ 1)
Werte, um das Polynom mittels Polynom—Interpolation zu bestimmen.
(Lagrange—Interpolation aus Analysis Il)

Beispiel 2:
Sei f(t) eine T—periodische Funktion mit Fourier—Entwicklung
oo
‘ 2
fo= 3w w=72

k=—0o0
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Beispiel 2:
Sei f(t) eine T—periodische Funktion mit Fourier—Entwicklung
o
- 2
fO= 3 wekt,  w=27
P T
=—00
Annahme :
Es treten nur endlich viele Frequenzen auf, d.h.
m
: 2
fO= 3 gttt w=""
P T
=—m

Die Funktion f(t) ist also ein trigonometrisches Polynom. Damit ist f(t)
durch die Unbekannten v_,,, . .., vm eindeutig bestimmt.

Interpolationsproblem:
Taste Funktionswerte an den folgenden Stellen ab:

tr=k-At, k=0,1,....2m+1, At ——
2m + 1
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Abtastheorem von Shannon

Verallgemeinerung auf nicht—periodische Funktionen.
Nyquist—-Bedingungen:
1) Die Funktion f(t) besitze die endliche Bandbreite €2, d.h.
F(w)=0 Vo jw| >R

2) Die Abtastfrequenz 27/ At ist (mindestens) doppelt so grof3 wie die
Bandbreite, d.h.

At

IA
2 Q=

Dann laRt sich die Funktion f(t) aus de
k € 7, eindeutig rekonstruieren.

Daten f(t;) mit ¢, = k - At,
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