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Aufgabe 1:

Aus der Vorlesung kennen Sie die Formel von d’Alembert

(e, 1) = & (oo +ct) + glx —ct)) + / " ha) da

& —ct

N =

fir die Losung der Anfangswertaufgabe fiir die (homogene) Wellengleichung

att - czﬁxx = 07 ﬁ(x,()) = g(l‘), at(l‘,O) = h(ﬂ?), S Rv c>0.

Die Funktion

B f - 1 t  rr—c(t—t) dwd ]
aet) = g0 [, S dedr M

l6st die folgende Anfangswertaufgabe

fyy — Cligy = f(x,1) i(z,0) = G(z,0) = 0. (2)

(Beweis: Leibniz-Formel fiir die Ableitung parameterabhéangiger Integrale)

Zu 16sen sei die Anfangswertaufgabe
Uy — 4y, = 6x8int, reR, t>0

u(z,0) = z, z € R, ur(z,0) = sin(z), z € R (3)

a) Berechnen Sie eine Losung @ der Anfangswertaufgabe
ﬁtt_4’&xz:07 $€R,t>0
W(z,0) = z, z € R, G(x,0) = sin(x), z € R.
b) Berechnen Sie eine Losung @ der Anfangswertaufgabe
Uy — 4y, = 6xsint, reR, >0

u(z,0) = 0, x € R, (z,0) = 0,z € R
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¢) Zeigen Sie durch Einsetzen von u in die Differentialgleichung und Uberpriifung der
Anfangswerte, dass u = @ + @ die Anfangswertaufgabe (3) 10st.

Losung:

a) Losung der homogenen Differentialgleichung mit den inhomogenen Anfangswerten nach
d’Alembert

1 z+2t 1
a(x,t) = 5 (z+2t+2—2t)+ 1 /xi% sin(n)dn = x + 3 sin(z) sin(2t)

b) Losung der inhomogenen Differentialgleichung mit homogenen Anfangswerten

1 t  pr—2(r—t) 3 rt =T —
a(x,t) = 1 /0 /ﬂch2 Tit 6w sin(7) dwdr = 1/0 sin(7) [wZLJ;ET_Z dr
= / sin(7) (=8z(1 — t)dr = 635/ tsin(r) — 7sin(7)dr
¢

= 6at(1 — cos(t)) + 62 [r cos(T)]}, — 6 /0 cos(7)dr = 6z(t — sint) .

¢) Die Losung des urspriinglichen Problems setzt sich aus den beiden Teillsungen zu-
sammen:

1
u(z,t) = 6z(t —sint) + x + 3 sin(z) sin(2t)

Probe:
1
u(x,0) = 62(0 —sin(0)) + x + 5 sin(z) sin(0) = «,

1
u(x,t) = 62(1 — cos(t)) + 0 + 5 sin(x)2 cos(2t) = 6x(1 — cos(t)) + sin(x) cos(2t)
u(z,0) = 62(1 — cos(0)) + sin(x) cos(0) = sin(z)
L. .
Upe = 0+ 0 — 3 sin(z) sin(2t) (da die ersten beiden Summanden von u linear in z

sind, muss man nur den Sinus-Term zwei Mal ableiten).

uy = 6xsint — 2 sin(z) sin(2t)

Uy — Ay, = 6z sint — 2 sin(z) sin(2t) — 4 - (-1 sin(z)sin(2t)) = 6z sint.
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Aufgabe 2: (Anschlagen einer Saite)

Losen Sie die Anfangsrandwertaufgabe

Uy =  CPUyy fir 0<axz<1,t>0,
u(0,t) = wu(l,t) =0 fir t>0,
u(z,0) = 0 fir 0<x<l,
1, L<ax<i
0 sonst.

Tipp: Vorlesung Seite 150.

Als Losung erhalten Sie eine Reihe. Plotten Sie die Partialsumme der ersten 20 nicht ver-
schwindenden Summanden dieser Reihe fir ¢ =2, 2 € [0,1] und ¢ € [0,0.4] bzw. ¢ € [0, 2].

Losung:

Aus der Vorlesung (Seite 150) kennen wir die Losungsdarstellung:

= T.

Z (A, cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwx), w= %

Zu erfiillen bleiben die Anfangsbedingungen. Die erste lautet
Z (Ag cos(0) + By sin(0)) - sin(kwz) = Y Agsin(krz) =0 x € [0,1]
] k=1

Hieraus erhélt man Ay = 0, Vk € N. Die zweite Anfangsbedingung lautet dann:

> 1, 5<z<+
w(z,0) =Y cknBy - sin(kmz) = vo(x) =¢ 20— =10 z € 0,1]
k=1 0  sonst.

Wir berechnen die Fourier-Koeffizienten der ungeraden, 2-periodischen Fortsetzung von vy :

10 2 km km
b, = 2 / vo(x) sin(kmx)dx = 2 / sin(krz)dr = = [cos (20> — cos (1())1

Mit B, = e folgt
ckm

2 &1 k k
u(z,t) = s ;;1 = [cos (;(;) — cos <1g>] sin(ckmt) - sin(kmx)
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