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Differentialgleichungen II fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Blatt 6, Hausaufgaben

Aufgabe 1:

a) Losen Sie die Anfangswertaufgabe

Ut = Ugg, auf R?,
u(x,0) = 2sin(4rx) reR,
u(z,0) = cos(mx) z eR.

b) Gegeben sei die Aufgabe

Uy = My, firx eR, t>0,
2 —1<zx<1
U(x,O)ZuO(x)Z{ Ste

0 sonst,
u(z,0) = 0.

Skizzieren Sie die Losung, die man mit der Formel von d’Alembert erhalt fiir

_ 1 1 2
t—O, 6 39 5,1

Losung:

a) Losung nach d’Alembert

u(z,t) =sin (4n(z +t)) +sin (dn(x — 1)) + 210 /xit cos(mn)dn

sin(mn) [*

™

= 2sin(4nx) cos(4nt) +

r—1

= 2sin(4nx) cos(4nt) + 217r (sin (m(x 4+ t)) — sin (7(z — t)))

= 2sin(47x) cos(4nt) + 71r (cos (mx) - sin (7t)) .
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b) Nach d’Alembert gilt w(z,t) = 5 (uo(z + 3t) + up(z — 3t)) , wobei

2 —1-3t<zx<1—-3t
uo(z + 3t) = { == ’ und
0 sonst
2 —14+3t<z<1+4+3t
uo(x—?)t):{ TOLSES 4o,
0 sonst.

Also erhalten wir fiir —1+3t <1 — 3t <— tg%
0 =< —1-3t,
1 —1-3t<z< -1+ 3t,
u(z,t) =<2 —-1+3t<x<1-3t,
1 1-3t<az<1+3t
0 1+4+3t<u.

Zum Beispiel erhalt man fir t =1/6 :
x—3t=x—-05¢€[-1,1] <=z € [-0.5,1.5] und
r+3t=2+05¢€[-1,1] <= x € [-1.5,0.5]

r < —1.5,

—1.5 <2 < -0.5,
—0.5 < x <0.5,
0.0 <z < 1.5,
1.5 < x.

<
—
ﬁ
\
N—
|
S = NN = O

Analog berechnet man die Losung fir ¢ = %

T < —2,
—2<x<0,
0<z<0,
0<x <2,
2 <.

|
=R =)

Fir t > ¢ gilt 1 -3t < —1+3¢

r < —1-—3t,
—1-3t<zr <13,
1-3t<z< -1+ 3¢,
—1+3t <z <1+ 3¢,
143t <.

u(z,t) =

S = O = O
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und damit
T < —3,

—3<z< -1,
-1 <2<,
1<z <3,

3 < x.

|
R =

sowie
r < —4,

—4<zr< -2
—2<x <2,
2 <x <4,

4 < x.

£
—
8
—_
~—
|
S = O = O

Anschaulich zerfillt die urspriingliche (eckige) Welle in zwei Wellen, die in entgegen-

gesetzte Richtungen laufen.

F 2
=13 t=2/3

s 1F s 1

0 0
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Aufgabe 2

Gesucht ist eine Néherung fiir die Losung des folgenden Problems

Ut = Ugy 336(0,277'),t>0,
T
0<z<—
x T <5
(2,0) T <37r
=T—x —<zr<—
u(z, ?2) 5
r —2m §<x<277
u(z,0) =0 x € (0,2m)
u(0,t) = u(2m,t) = 0 t>0

Skizzieren Sie die 21 periodische Fortsetzung der Anfangsdaten fur = € [—2m,47].

Bestimmen Sie eine Ndherung @ fiir die Losung u der Aufgabe indem Sie die auftretenden
Fourier-Reihen nach dem dritten Term abbrechen. Priifen Sie nach, welche Rand— bzw.
Anfangsbedingungen bereits durch diese Naherungslosung erfiillt wird.

Losung:

Allgemeine Losung:

= > (A cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwz)
k=1

Mit w=7% = und ¢c=1. Also

=) (Ak cos( I; ) + B sm(]; t)) : sin(]; x)

k=1
00
=2,

=1

w\?r

k
(— A sin(0) + By cos(0)) ~sin(§ z) =0 = B,=0,Vk

=

) = i_o: Ak cos(]; t) Sin(]; x)

T
O<zr< =

k ) ) 23

T T

mit u(z,0) ZAKsm ; T—x §<x<?

3
T — 27 §<m<27r
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Also:
1 y2m k
Ay = —/ up(z) sin(= ) dx
7 Jo
1 w/2 k 3r/2 k 2 k
== [/0 xsin(§ x)dr + /7r/2 (m—x) sin(§x) dx + 37r/2(3: —27) sin(ga:) dx
1 k 3 /2 9 k
= = [_xcosgfx)] —|—/ —cos(=x) dz
T 5 0 o k 2
3T .
2 k]2 2, . k %
+ —(71'—1])% cos(2x)] — [(k> sm(x)L
2

Die ersten drei Koeflizienten lauten

T 3

A = i (sin(4) - sin(4)) =0,

8 (. ,m . 3m 4
Ao = g (sin(G) —sin(F)) =

8 (. 3 9T\
Az = o (3111(4) — s1n(4)) = 0.

Die Approximation mit den ersten drei Termen ist gegeben durch

w(z,t) = ug(z,t) = j;cos(t) sin(zx).

4
Es ist uz(z,0) = —sin(x). Die Anfangsbedingung fiir u ist also nur ndherungsweise erfiillt

(siche Plot). Die zweite Anfangsbedingung ist, ebenso wie die Randbedingungen erfiillt.
Was die Randbedingungen angeht, wire alles andere auch ein sicherer Hinweis auf einen
Rechenfehler!
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25-
- =:u(x,0)

———:u (x,0)
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Aufgabe 3:

Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

Uy — Ay = €7¢ (1—§> z € (0,3),t>0,
u(z,0) = 1+ 2sin(mx) z € 0, 3],

w(z,0) = g z € (0,3), (1)
uw(0,t) = e * t>0,

u(3,t) =1 t > 0.

Uberfiihren Sie die Aufgabe durch die Einfiihrung einer geeigneten Funktion v in eine An-
fangsrandwertaufgabe mit homogenen Randbedingungen fiir v.

Geben Sie die Differentialgleichung fiir v und die Anfangsbedingungen fiir v an.
Losung:
Mit v =u—e"— g(l —e ) gilt

x x
5)7 Ut = UVt + €_t(1 - §), Vpr = Ugg-

Die Differentialgleichung fiir lautet dann

up=v; —e (1 —

v +e (1 — g) —du,, = e (1 — g) — vy —4v,, = 0.
Als Anfangs- und Randwerte fiir v erhalten wir:

v(z,0) = u(x,0) — e’ — %(1 —€%) = 1+ 2sin(rx) — 1 = 2sin(rz),

vi(,0) = u(z,0) + € — % el =1,

v(0,t) = v(3,t) = 0.



