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Aufgabe: (Vgl. Vorlesung Seite 85-90)

Gegeben ist die folgende Anfangsrandwertaufgabe fir v = u(z,t):

Up — Uye = € 'sin(2r) + 1 z € (0,m),t e RT,
1

u(z,0) = 5 sin(2x) z e (0,m),

uw(0,t) = f(t) =t te Rt

u(m,t) =g(t) =t teR".

a) Homogenisieren Sie zunéchst die Randbedingungen, indem Sie die Funktion

v(z,t) = u(z,t) — | f(t) + = (9(t) — f(1))

mit L = m einfithren und in der Aufgabenstellung die u—Ausdriicke durch geeignete
v—Ausdriicke ersetzen.

b) Losen Sie die folgende Anfangsrandwertaufgabe analog zur Vorgehensweise in der Vor-

lesung
vf —vi, =0 ze (0,m),t e R,
1
v*(z,0) = 5 sin(2z) z e (0,m),
v*(0,t) = v*(m,t) =0 teR".

c¢) Losen Sie die Anfangsrandwertaufgabe

v — ot = e tsin(2x) ze (0,m),t € RT,
v*(2,0) =0 x € (0,m),
v*™*(0,t) = v*(m,t) =0 teR*.

mit Hilfe des Ansatzes

m

v (z,t) = ;; ai(t) sin(kx), ap(0) =0

d) Geben Sie die Losung der Anfangsrandwertaufgabe fiir « an.
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Losung:

a) Mit v(x,t) =u(x,t) — t — j;:g(t—t) = u(z,t) — t

oder u(x,t) = v(x,t) +t erhalten wir
U =v+ 1, Uy = Vs . Neue DGL:

v+ 1l—v, =etsin(2z) +1 < | v — vy = € 'sin(22).

1
Anfangswerte: v(z,0) = u(z,0) — 0 = 5 sin(2x) z e (0,m).

Randwerte : v(0,t) = v(m,t)=t—t=0 .

b) Homogene Differentialgleichung mit homogenen Randdaten, ¢ =1 und vorgegebenen
Anfangswerten

1
v*(x,0) = 5 sin(2z), z e (0,m).

Die Formel aus Seite 90 der Vorlesung lautet:

Z ape " sin(kx).

Zu erfiillen ist: - )
v*(2,0) = > ay sin(kz) = 5 sin(2z).

k=1
Koeffizientenvergleich ergibt:
1

az = 3 und ap = 0 sonst. Also

1
vi(x,t) = 3 e~ sin(2z).

¢) Inhomogene Differentialgleichung mit homogenen Anfangs— und Randdaten

v — vk = e tsin(20) z e (0,m),t e R,
v*™*(z,0) =0 x € (0,m),
v*™*(0,t) = v™(m,t) =0 teR".

Ansatz:

Die Anfangsbedingung
0™ (2,0) = Y ay(0)sin(kz) = 0

liefert ar(0) =0.

Einsetzen des Ansatzes in die Differentialgleichung ergibt

i [ ) + Ka(t )} sin(kz) = e "sin(2z).

k=1
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Damit erhalten wir ay(t) =0 fiir k£ # 2 und die gewohnliche Dgl
Gg(t) + 4a2(t) = €7t
fiir as . Die Losung der zugehorigen homogenen Gleichung lautet

agp(t) = Ce ™
Der Ansatz as,(t) = C(t)e~* fiir eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung liefert

Ctle =e! — Clt)=c+ ;e?’t

1 1
Mit der Wahl ¢ = 0 ergibt sich ay,(t) = 3 edte™ = 3 et

und damit
1
as(t) = ce ™ + 3 e”"  und mit ay(0) = 0 folgt ¢ = —1/3
— ay(t) = 1 (e—t _ 6—41&)
3

1
= v (x,t) = ay(t) sin(2z) = 3 (e’t - e"”) sin(2x).
d) Superposition liefert mit den Bezeichnungen aus a), b) und c)

(2e_t + e_4t) sin(2x)

1
v(z,t) =v*(x,t) + v (x,t) = 8

und 1
w(z,t) = v(z,t)+t = 5 (Qe_t + e_4t> sin(2z) + t.



