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Blatt 4, Prasenzaufgaben

Aufgabe 1: Tipp: Vorlesung Seite 47-53

Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

Upgy — gy — 4uy = 0 firr e R, t € RY
u(z,0) =0 firzxeR,
u(z,0) = 2z fiirz € R.
a) Schreiben Sie die Differentialgleichung in Matrixschreibweise.

b) Fithren Sie die Substitution « = z + i, u = x —t durch und geben Sie die
Differentialgleichung in Matrixschreibweise fur v(a, ) := u(z,t) an.

c¢) Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung. Bestimmen Sie dazu v und fiith-
ren Sie die Riicksubstitution durch.

d) Losen Sie die Anfangswertaufgabe.
Losung:

a) Matrixschreibweise: (VI AV)u+ (b'V)u+cu = h.

Hier
3
DGL: (VITAV)u = V7 (_13 _i) V-u=0
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Fir v erhalt man also die Differentialgleichung
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b) Mit ST := ( _41> gilt fiir v die Differentialgleichung
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¢) Losung der Differentialgleichung fiir v

Aus (vy), =0 folgt, dass v, unabhéngig von g ist.

oo o = Bl) L2 vler ) = B(0) +x(1)

bzw.
(@, 1) = vlale, 1), plz, 1)) = Bz + i) (e —1)

mit hinreichend glatten Funktionen ® und yx.

d) Aus den Anfangswerten ergeben sich die zwei Bedingungen

u(z,0) = ®(z) + x(x) =0 sowie

1
u(z,0) = Z@'(m) —X(z) = 22e™"" .
Aus der ersten Gleichung folgt
V() = ~0()

und damit lautet die zweite Gleichung

1
(@) + () = e = P/(z) =

Ol W~

(2e7"").

Integration liefert

(@) = B(2)) = —pe

Die Losung der Anfangswertaufgabe ist daher gegeben durch

t 4 t\2 4 2
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Aufgabe 2: Tipp: Vorlesung Seite 60 bzw. 65.

a) Sei a eine fest vorgegebene reelle Zahl aus R\ {0} . Fir welche reellen Funktionen
g : R — R sind die folgenden Funktionen wu(z,y) in ganz R? harmonisch?

i) a(z,y) = cos(ax) - g(y), i) u(z,y) = 5 (2* +g(@) - y?).
b) Sei Q:= {(x, T eR?: 22+ 9% < 16} und u die Losung der Randwertaufgabe

2y2

m auf 89

Au(z,y) =0  nQ,  ulz,y) =

Bestimmen Sie den Wert von « im Ursprung.

Hinweise:

» Verwenden Sie Polarkoordinaten und die Mittelwerteigenschaft (Seite 65 Vorle-
sung)

1-— 2
o Es gilt: sin?(p) = C;S'(@.

Losung:

a) i) Ad(z,y) = —a?cos(az)g(y) + cos(az) - ¢"(y) =0, Vr,y € R

!
= ¢"(y) —’g(y) = 0.
Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung mit dem charakteristischen Polynom
P(\) =)\ —a?.
Die allgemeine Losung ist g(y) = kie™® + kge® .

U ist genau dann harmonisch, wenn

9(y) = kre™ ™ 4 koe™ ki, ks € R.

Lo (6x +g"(x)y? +29(z)) =0,  V,z,y € R
g//(x) = 0 und 6x+2g(x) =0 = g(:v) = —31.

@ ist genau dann harmonisch, wenn g(z) = —3x.

b) K, sei der Rand der Kreisscheibe mit Radius 4 um Null und
c(t) = (4dcos(t), 4sin(t)), t € [0, 27]

eine Parametrisierung von K, . Dann gilt wegen der Mittelwerteigenschaft

1 2y 1 p2r 2 - 16sin?(t
: / D el ar
0

d = —
21 -4 Jr, 2?4 y? (@9) 87 16 cos?(t) + 16 sin?(¢)
1

" 8

u(0,0) =

/027r (1 —cos(2t))-4dt = 1.
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Aufgabe 3: Tipp: Vorlesung Seite 61-64 und Seite 69.
a) Sei
Qo ={(z,9)" €R? : 1 <a®+y* <4}
Bestimmen Sie eine Losung von

Au=20 auf Qo,
u(z,y) =1 fur 2+ y? =1,
u(z,y) =3 fir 22 +y? =4

Ist die Losung eindeutig?

b) Sei
Qs ={(z,y,2)T €R® : 1<’ +y°+2> <4},

Bestimmen Sie eine Losung von

Au=0 auf Q3,
w(z,y,2) =1 fiir 2y + 22 =1,
u(r,y,2) =3 fiir 24yt + 22 =4

Ist die Losung eindeutig?

Losung:

Nach Vorlesung Seite 63/64 lasst sich jede rotationssymmetrische harmonische Funktion auf
R™\ {0} mit Hilfe der Fundamentallésung ®(«) in Form von

uw(x)=a®(x)+c, a,ceR

darstellen.

a) Da (0,0)" ¢ Q,, gilt mit der Fundamentallsung

1 x
o =——1
() =5 w12 e
die Form
u(z,y) = a®(z,y) + c.
Die Randbedingungen verlangen
u(z,y) =1 fiir 2?2+ =1,
u(z,y) =3 fur 2+t = 4.
Aus der ersten Randbedingung erhalten wir
—%ln(1)+c:c; 1

und damit aus der zweiten Randbedingung
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—£(2)+1=3 = a= 37,
d.h.

u(z,y) = 1n?2) In (\/xQ + y2> + 1.

Die Eindeutigkeit folgt aus dem Maxiumprinzip (Seite 69 der Vorlesung).

b) Analog zu Teil a) liefert die Vorlesung
u(aj7 y? Z) = a/@(x? y? Z) _'_07 a7c E R?

mit der Fundamentallosung

(2,9, 2)ll2"

1
q)($? Y, Z) = EH

Die Randdaten liefern dann die Bedingungen

i+c:1, i—1-623 = a=—16m, c=35,
47 8

d.h.
4

Uny2) =~ T

Die Eindeutigkeit folgt wieder aus dem Maxiumsprinzip.




