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Aufgabe 1: Tipp: Seite 52 Vorlesung.
Bestimmen Sie den Typ folgender Differentialgleichungen

a) Uy — SUgy + Stiyy + uy = u,

b) 2ugy + uyy + xu, = cos(y) ,

€) BUyy + 2Uyy + Uy, =0,

d) gy + € uy, +sin(z)(u, +uy) =y + 2z,
e) (2% + Y uas + 2(2 + Y)tay + uyy = 0.

Losung :

a) 2Upy — SUgy + Suyy +uy = u

2-8—42=0 parabolisch .

b) 2ugy + Uy, + zu, = cos(y)
1-0-1=-1 hyperbolisch .

€) BUgy + 2Uyy + uy, =0
3-1-12=2 elliptisch .

d) Upy + €Uy, + ... =
1-e®—0%2>0 elliptisch .
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e) (2% 4 y*)Ugs + 2(x + Y)Usy + Uy, =0

parabolisch fir 2y =0,

22 +y? — (v +y)? = -2y hyperbolisch fiir zy > 0,
elliptisch fiir xy < 0.
] ellipt. ‘ hyp
parabolisch — hyp ‘ oTTipt.
/]\

parabolisch
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Aufgabe 2: Tipp: Seiten 59-70 Vorlesung.

Bestimmen Sie den Wert der in  := {(z) € R? : z? + y* < 4} harmonischen Funktion

u(z,y) im Punkt (g) mit den Randdaten

r+y+1

a) u(x,y) = =: g(x,y) auf Rand Omega = 02 unter Verwendung der Pois-

sonschen Integraldarstellung der Losung.

b) w(x,y) = 2y +2 auf 9Q, mit Hilfe der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktio-
nen.

c) u(z,y) = 2% —y* auf 9Q, mit Hilfe der Eindeutigkeitsaussage fiir die Losung.

d) u(z,y) = 22+ y* auf 99, ohne Rechnung, mit Hilfe des Maximum- /Minimumprin-
Zips.

Losung:

r+y+1

a) u(z,y) = = g(x,y) auf Rand Omega = 00 unter Verwendung der Pois-

sonschen Integraldarstellung der Losung.

K, sei der Kreis mit Radius R = 2 und ¢(t) = (2 cos ¢, 2sin ¢) eine Parametrisierung
von K. Dann gilt nach der Poissonschen Integralformel fiir die Losung

R oy o(2)
u(x,y) = —————— ————dz
(z.9) 21 R =k [z — @ |]?
4 2+ 2+1 1 27 2cos¢p+ 2sing + 1 1
0,0:—/ ———d(z, :—/ < 2dt =~
u(0,0) A J)z|=2 16 (21,2) A7 Jo 4 4

b) w(x,y) = 2y +2 auf 9Q, mit Hilfe der Mittelwerteigenschaft harmonischer Funktio-
nen.

Seien Ky und c(t) wie in Teil a) definiert. Dann gilt nach der Mittelwerteigenschaft

1 1 2
o -2 /K2 (2*y +2)d(z,y) = I /0 (4 cos?(¢)2sin(¢) +2) - 2dt

1 8 cos®(¢)
o | 3

u(0,0) =
2m
+ Qt] = 2.
0
c) u(z,y) = 2% —y? auf 99, mit Hilfe der Eindeutigkeitsaussage fiir die Lésung.
u(z,y) = 2% — y* lést die Potentialgleichung in der ganzen Kreisscheibe, ist also die
eindeutige Losung. Damit folgt «(0,0) =0
d) u(z,y) = 2?2+ y* auf 99, ohne Rechnung, mit Hilfe des Maximum- /Minimumprin-
Z1ps.

u(r,y) ist konstant auf dem Rand von 2. Da Maximum und Minimum von u in
Qauf dem Rand angenommen werden, ist v in der ganzen Kreisscheibe konstant = 4.



