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Differentialgleichungen II fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Blatt 3, Prasenzaufgaben

Aufgabe 1:

a) Bestimmen Sie die Entropielosung wu(z,t) der Burgers Gleichung u; +uu, = 0 zu den

Anfangswerten
0 <0
u(z,0) =41 0<z<l1
2 1<z

b) Gegeben ist die folgenden Anfangswertaufgabe fir u(z,t):

u + u-uy = 0, reR, te Rt
% <0,
u(xz,0) =30 0<z <1,
-2 1<z

(i) Berechnen Sie eine schwache Losung fiir ¢ € [0,] mit einem hinreichend
kleinem £ .

(ii) Bis zu welchem t* kann die Losung aus i) maximal fortgesetzt werden?

(iii) Geben Sie eine schwache Losung fiir ¢ > ¢* an.
Losungsskizze:

0 x <0,
a) u;+uu, =0, u(z,0) =<1 0<z<1,
2 x> 1.

Fiir die monoton steigenden Anfangsdaten mit zwei Sprungstellen fithren wir Zwei
Verdiinnungswellen ein und erhalten die (schwache) Entropieldsung
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b) (i) An den zwei Sprungstellen der Anfangsdaten fiihren wir zwei Stowellen ein.
Die Sprungbedingung verlangt:
1
5+0 0—2
() =207 =1

< und $o(t) = —— = —1.
Wir erhalten die Stofifronten

2 4

si(t) = 1t und so(t) = 1—t¢.
Fiir hinreichend kleine ¢ ist
1 1
s =gt
u(r,t) =0 Tt <a<1-t,
-2 1-t<ux.

eine schwache Losung.
(ii) Fir ¢* mit

Ww=1-t <= 32tr=1t"=1
treffen die StoBfronten aufeinander und die Losung aus a) wird mehrdeutig.

(ili) Fir t* =2 gilt s1(f) = s2(t) = + und

4 1 <
U,(a%f) _ 3 T =
5 -2 x>

Wir fiigen die neue Stofifront

53(t): ;‘Fsg(t—é):; 5 (t—g)

ein und erhalten fur ¢ > %
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Aufgabe 2:

Bestimmen Sie Entropielosungen der Differentialgleichung

ue + (f (), =0

mit der Flussfunktion f(u) = @ und den Anfangsbedingungen
2 < 1 <
a) u(z,0) = z=0, bzw. b) wu(z,0) = z=0,
1 0<ux, 2 0<a.

Hinweis: Gefragt sind nur Losungen fiir die vorgegebenen Anfangswerte. Sie brauchen keine
Losungen fir allgemeine Anfangswerte anzugeben!

Losung:

Mit den iiblichen Bezeichnungen gilt f(u) = % :

Auf den Charakteristischen Kurven gilt

(t) = f'(u) = 2(u—2)® und u(t) =0.

Die Charakteristiken sind Geraden mit konstanter Steigung 2(u(z(0),0) — 2)3.

Bei Verwendung der Charakteristiken Methode entsteht in Teil a) sofort (also bereits bei
t = 0) eine Mehrdeutigkeit der Losung. Es muss mit u; = 2 und u, = 1 eine Stofifront s(t)
eingefiihrt werden

mit

R L e (U B sl

Uy — Uy 2—-1

N[

eingefithrt werden. Man erhalt

w =2 x<s(t)= —
u(z,t) =
u, =1 —

Fiir Teil b) liefert die Charakteristiken Methode
1 z<zo+ fllwt=0+2(1-2)%= —2t,
w(z,t) =37 —2t<x<0,

2 r>x0+ f(u )t =0+2(2—-2)% = 0.

Es muss also eine Verdiinnungswelle eingefithrt werden.
Mit
) = 2(u=2)*=v = g(v) == (f)'(v) = (3
erhialt man die Losung
1 r < =2,
Unt) =39ty = (£)" +2  —2A<z<o0,
2 xz > 0.
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Aufgabe 3: (Nur fiir die sehr schnellen Studierenden)

Physikalische Prozesse, die durch glatte Losungen hyperbolischer Differentialgleichungen be-
schrieben werden, sind im allgemeinem reversibel. Kennt man die Losungen zu einer be-
stimmten Zeit, so kann man sie sowohl fiir spatere als auch fiir frithere Zeiten angeben.

Zeichnen Sie die Charakteristiken fiir die beiden Anfangswertaufgaben fir die Burgers Glei-
chung wu; + uu, = 0 mit den Anfangsdaten

1 <0
ui(x,0) = -
1(@,0) {o x>0
bzw.
1 x<—1
47
ug(z,0) = L 2 1< <1
A B 4—1:”—4’
0 —.
$>4

Bestimmen Sie fiir beiden Anfangswertaufgaben die Losung w(z,1) zum Zeitpunkt ¢ = 1.

Was schlieflen Sie aus IThren Ergebnissen beziiglich der Reversibilitat nicht glatter Losungen
der Burger’s Gleichung?

Losungsskizze zur Aufgabe 3: u; + uu, =0

1 z <0 bereits bek
Die Anfangsdaten u(z,0) = e Vorlesamg:

0 x>0
liefern das folgende Bild der Charakteristiken

u=1

0.5

1
Hier entsteht von Anfang an eine Stowelle mit der Geschwindigkeit 580 dass

1

8
IN

uy(x,1) =
0

8
V
N =N —

gilt.
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Die Anfangsdaten wug(z,0) = 5 2 1 <z< 1 liefern:
0 > !
x —
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Auf den Charakteristiken gilt = — z¢g = ug.t.
Fuar —igxogi und t:% also
o3) =+ (3 —200) 3 = |
Die Charakteristiken, die fiir ¢t = 0 zwischen x = —i und =z = i starten, schneiden sich
alle im Punkt (i, %) .
1 r < i
Fir ¢t =1 gilt u(z,4) = 1
0 T > 1

1
Es entsteht also eine Stofiwelle mit zg = 1 und w; = 1, u, = 0. Fiir die Sto}front gilt somit

5 2
u _ Ur
1 1 . fl_f’l‘ 2 2 1
Ly _ 1 t) = = ==
sG)=1 =2 —r=_—F=}
— s(t)= 1 + 5(t—3) = &
1 x<y,
Damit gilt fir ¢ > 3 : up(x,t) =
0 x>4
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1 r <

und somit fir ¢t =1 ebenfalls: ug(z,1) =

= N

0 xr >

Offensichtlich kann man aus Kenntnis der Losung zum Zeitpunkt ¢ = 1 die Losung zu
friheren Zeiten etwa ¢ = 0 nicht rekonstruieren.

Zusatz (nicht durch die Aufgabenstellung verlangt):

Fir t < 0.5 gilt:

u(z,t) =1 fir  <t—0.25,

u(z,t) =0 fir > 0.25.

Dazwischen, also fir t —0.25 < x < 0.25 gilt:

fl—f = u, ‘fl—? = 0. D.h. u konstant entlang der Charakteristiken und
r=ut+c¢ <<= c=x(0) =z —ut

= u(z,t) =up(x —ut) =5 —2(z —ut) <= u-(1-2t) = 1 -2z
1—4x
2 —4t

Also u(z,t) = fir t —0.25 <2 <025 0<t<0.5.



