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Aufgabe 1: [5 Punkte]
Berechnen Sie die Losung der folgenden Anfangswertaufgabe fiir u(x,t):

w — sin(t) u, = cos(t), reR teR,

2

u(x,0) = exp(—12?) = e7* r€R.
Losung: Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:
& — —sin(t) = dz = —sin(t)dt = z =cos(t)+ C; [1 Punkt]
B — cos(t) = du = cos(t)dt => u = sin(t) + C>. [1 Punkt]
Mit C) =z — cos(t) und Cy = u — sin(t) machen wir den Ansatz
Cy = F(C)
und erhalten
u—sin(t) = f(x — cos(t))
und damit die allgemeine Losung: u(x,t) = sin(t) + f(z — cos(t)). [1 Punkt]
Die Anfangsbedingung verlangt:

! 2

u(z,0) = sin(0) + f(z —cos(0)) = f(z —1) = e .
Also f(p) = e®+D”  [1 Punkt]
u(x,t) = sin(t) + e @=csO+D*  [1 Punkt]
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Aufgabe 2: [6= 2+1+2+1 Punkte]
Gegeben sind die folgenden Differentialgleichungen fiir u(z,t), u: R x Rt — R
A) up + 20u, = 2lu.
B) u; + 20uu, = 21.
C) u; — 5u*u, = 0.
D) w; + 5(z+1)u, = 0.
versehen mit der Anfangsbedingung
u(z,0) = up(z), re R,
wobei uy : R — R eine monoton steigende und stetig differenzierbare Funktion sei.

Fir welche der Differentialgleichungen A, B, C, D gelten fiir die Losung der zugehorigen
Anfangswertaufgabe die folgenden Aussagen i) und/oder ii)?

i) Die Losung ist konstant entlang der Charakteristiken.
ii) Die Charakteristiken sind Geraden.

Begriinden Sie Thre Antworten. Beachten Sie, dass Sie keine L6sungen berechnen
miissen!

Losung zu 2:

Fir A) gilt
%‘ = 2lu = wu ist also nicht konstant entlang der Charakteristiken.
Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung ‘Cll—f = 20.
Die Steigung der Charakteristiken ist also konstant. Es handelt sich um Geraden.
Fir B) gilt
% = 21 = wu ist also nicht konstant entlang der Charakteristiken.
Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung Z—f = 20u.
Die Steigung der Charakteristiken ist also nicht konstant. Es handelt sich nicht um Geraden.
Fir C) gilt
du _

i 0 = wu ist also konstant entlang der Charakteristiken.

Andererseits haben die Charakteristiken die Steigung Z—f = —bHu?.
Die Steigung der Charakteristiken ist also konstant. Es handelt sich um Geraden.

Fir D) gilt % = 0 = wu ist also konstant entlang der Charakteristiken.

Die Charakteristiken haben die Steigung dr — 5(x+1).

Die Steigung der Charakteristiken ist nicht konstant. Es handelt sich nicht um Geraden.
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Aufgabe 3:

Bestimmen Sie eine stetige ,,Losung® u(x,t) der folgenden Anfangsrandwertaufgabe

u(z,0) =z (z > 0)
uw(0,t) =t (t > 0)
mit Hilfe der Charakteristikenmethode. Bestimmen Sie dazu jeweils die Losung zur Anfangs-

bedingung u(z,0) = = bzw. zur Randbedingung «(0,¢) = ¢ und setzen Sie diese Losungen
stetig zusammen. Ist die so gewonnene , Losung® fiir alle ;¢ > 0 partiell differenzierbar?

Losung 3:
dx
%:1 - x(t):t+C'1 — Ci=x—t
du t? t?
E:$201+t:> U:§+Clt+02 - CQZU—g—(ZL’—t)t

Im Falle der Auflosbarkeit:

2
B(C1,Co) = 0= ut o —at = f(z 1)

Fir die vorgegebenen Anfangswerte erhalten wir also die Losung w4 :

2

ua(z,0) =u(z,0) = f(z) = 2 = ua(x,t) = (:Jc—t)+xt—§

t2
uy erfullt die Dgl und die Anfangswerte. Es gilt allerdings u(0,t) = —t — 5" Die Randbe-

dingung ist also nur fiir ¢ = 0 erfillt. Wir gehen wieder von der allgemeinen Losung
2
u = f(x—t)—;—ka:t

aus und passen an die Randdaten w(0,t) = ¢ an.

t= f(—t)—t; — f(t):t;—t — up(z,t) = (x_t)z—(x—t)—§+xt

Wenn wir die Losungen stetig zusammensetzen wollen, miissen wir eine Kurve finden léngs
der us = ug gilt:

12 — )2 12

| (:C—t)2

= (r—1)=

—(z—t) = (x—1) (2— (:’;2_0);0.

Diese Bedingung ist genau dann erfiillt wenn x =t oder x = t+4 gilt. Wegen der Anfangs-
/Randwerte setzen wir entlang der Geraden x =t zusammen.

t2
r—1t)+at — — x>t
2

u(z,t) :=
@—(w—t)—l—xt—% x<t.
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Wie man leicht nachrechnet, machen die partiellen Ableitungen hier Spriinge.Zum Beispiel
gilt:
A 4z—t 21 x>t
Uy (.T ) t) = Tt
—zr+t+1l4+a—-t—+1 z<t.

Die zusammengesetzte Funktion ist also nicht partiell differenzierbar.

Abgabe bis: 09.05.2025



