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Differentialgleichungen II fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Blatt 1, Prasenzaufgaben

Zu losen sei die Warmeleitungsgleichung in einer Raumdimension:
U — CUgy = 0

mit einem festen Parameter ¢ € RT (Warmeleitfahigkeits- / Diffusionskoeffizient).

Zeigen Sie, dass fiir jede beliebige Zahl w € R und fiir jedes beliebige k € Z durch die
Funktion

—ck2w?t

ug(x,t) =sin ( kwx ) - e

eine Losung der Differentialgleichung gegeben ist.

Hier fithrt also ein sogenannter Produktansatz: u(x,t) = ¢(t) - p(z) zu Losungen.

Losung zur Aufgabe 1:

Ableiten ergibt

a’lﬂc((ﬁ, Zf) = —Ck2w2 Sin( kwx) ) efck2w2t’
afuk(x,t) = kwcos ( kwx ) - e_Ck’?th’
x
82 2,2
W“k(x;w = —k*w?sin ( kwx ) - e
x
Also , )
gwq(m,t) — C@Uk(x,t) 0.
Bemerkungen:

« Nach Hausaufgabe 1) ist auch jede endliche Linearkombinationen »  ajug(z,t) dieser
k=m
Funktionen wieder eine Losung der Differentialgleichung .

 FEin sogenannter Produktansatz: u(x,t) = ¢(t) - p(x) liefert hier

p(x)4(t) — ep”(x)q(t) = 0.
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Umsortierung liefert
q(t) + p'(z)

o)~ “pla)

Da die rechte Seite nur von x abhangt und die linke Seite nur von ¢, miissen beide
Seiten konstant sein. Also zum Beispiel mit einer festen Zahl A € R:

DL, = =\

Wir erhalten also ein System von zwei gewohnlichen Differentialgleichungen, die tiber
den Parameter A gekoppelt sind. Spater im Semester werden wir uns ausfithrlich mit
der Losung dieses Systems befassen.
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Aufgabe 2:
Wir betrachten nun die sogenannte Telegraphengleichung.

Am Anfangsort z = 0 eines sehr langen Ubertragungskabels werde ein Signal der periodi-
schen Spannung

U(0,t) = Upcos(wt) t>0

eingespeist. Gesucht wird die Signalspannung U (x,t) des Ausgangssignals fiir z > 0,¢ > 0.
Man erhalt U als Losung der Differentialgleichung

Uyp — Upp + (a+ B)U; + aBU = 0.

Dabei sind «, 3, ¢ konstruktionsbedingte positive Kenngréfien des Problems. Ein zeitlich pe-
riodisches Eingangssignal ldsst nach einer gewissen Einschwingphase ein zeitlich periodisches
Ausgangssignal erwarten. Auflerdem fordert man

U(x,t) beschrinkt fir x — 0.

a) Zeigen Sie, dass hier ein Losungsansatz, der eine ortliche Dampfung (Faktor e=%@)
mit einem zeitlich periodischen Verlauf (also Cosinus/Sinus in ¢) verbindet und eine
lineare ortsabhéngige Phasenverschiebung zulésst, zum Erfolg fithrt. Zum Beispiel also:

U(z,t) = ek (5 cos(ut —yx) + Ssin(ﬂt — ﬁx))

Wahlen Sie exemplarisch a = =c=1.
Tipp: a®* +a> —bv* —1= (a*> —1)(b* +1).

b) (Nur fiir die ganz schnellen Studierenden)
Zeigen Sie, dass der Produktansatz U(z,t) = w(z) - v(t) hier nicht zum Erfolg fiihrt.

Wahlen Sie wieder exemplarisch a = =c=1.

Losung der Aufgabe 2:

a) Fiir den Ansatz: U(x,t) := e % . (5 cos(pt —ya) + 0 sin(jit — ’yx))
verlangt die Randbedingung

U(0,t) = d cos(ut) + 0 sin(jit) = U, cos(wt) .

Wir wéhlen daher 6 = Uy, p=w, 6 =0.

Also
U(x,t) = Use ™ cos(wt — yx)

und
Up(x,t) = Upe™ [ysin(wt — yz) — k cos(wt — yx)],

U(z,t) = —wlse ™ sin(wt — yx)
Upa(,t) = Upe™ " [—2167 sin(wt — yx) + (k* — %) cos(wt — vx)} )
Up(z,t) = —w?Upe ™ cos(wt — yx).

Einsetzen in die Differentialgleichung mit o« = 8 =c¢ =1 ergibt
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!

Upe ™™ {cos(wt — ) [—w2 — (K* =% + 1} + sin(wt — yz) [2ky — Qw]} =0 Vz,t>0
Dies kann Vz,t > 0 nur gelten, wenn

ky=w und —w? —k*++92+1=0.

Einsetzen von w = kv in die zweite Gleichung ergibt

B2+ k=2 —1= (K =-1)(v*+1) =0 wobei v€R ist

— k=1, wobei k € Rt vorausgesetzt wurde, also ist &k =1.

Damit folgt v =w und

U(x,t) = Upe ™ cos(w(t — x)).

b) Einsetzen des einfachen Produktansatzes U(z,t) = w(z)-v(t) in die Differentialgleichung
liefert

w(x)v(t) — Fw’ (2)v(t) + (a + B)w(x)v(t) + apw(x)v(t) = 0.
Umsortierung liefert

i(t) + (a4 B)o(t) + abu(t) 1 .
v(t) w(®)

Da die rechte Seite nur von x abhéangt und die linke Seite nur von ¢, miissen beide
Seiten konstant sein. Also zum Beispiel mit einer festen Zahl A € R:

0o(t) + (a+ B)o(t) + abot) _ ,w'(z) _

v(t) - w(r)

—A.

Wir erhalten also zwei gewohnliche Differentialgleichungen.

Die Differentialgleichung fir v lautet
0(t) + (a + B)o(t) + afu(t) = =dv(t) <= v+ (a+ L)+ (af+N)v =0

Dies ist eine gewohnliche lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten.
Wir berechnen also die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

a+p o+ [3)?
P(u) =1+ (a+Bu+(af+X) =0 < = — 5 + \/(4) — (aB+ )
Die allgemeine Losung ist v(t) = ¢je! + cpet2t oder v(t) = et + cote!tt . Diese ist
nur dann periodisch, wenn 1, ps rein imaginar sind. Letzteres ist nur moglich wenn
a+ 0 =0 gilt. @ und  sind nach Aufgabenstellung aber positive Konstanten. Unser
Produktansatz fiihrt also nicht zum Ziel.

Bearbeitung: 05.05.-08.05.2025



