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Aufgabe 1:

Gegeben sind die Differentialgleichungen fiir u: D — R, D C R2.
ut(x>t) - euxx(x7t) = Oa € € R+> (1)
t 2
ug(x,t) + <(u(x2,))> =0, (2)

a)

w(x,t) + (W)x — €Uy (m,1) = 0, (3)

(ua(,9))* — (uy(2,y))* = ulz,y) = 0 (4)

Geben Sie fiir jede der Differentialgleichungen die Ordnung an und entscheiden Sie
jeweils, ob es sich um eine lineare, eine semilineare, eine quasilineare oder eine (voll-)
nichtlineare Differentialgleichung handelt.

Es seien ull und ul? jeweils zwei verschiedene, nicht konstante Losungen der obigen
Differentialgleichungen.

Priifen Sie fiir die Differentialgleichungen (1) bis (4), ob dann @ := k-ul!l fiir beliebige
k € C (oder R) ebenfalls eine Lésung ist. Wenn ja, priifen Sie, ob auch @ := ul" +u/
die Differentialgleichung 16st.

Machen Sie sich klar, dass in dem Fall jede Linearkombination beliebig vieler Lésungen der
Differentialgleichung wieder eine Losung ist (vollstindige Induktion).

Losung zu 1:

a)

Die Differentialgleichung (1) hat die Ordnung 2 und ist linear.

Die Differentialgleichung (2) hat die Ordnung 1 und ist quasilinear: Der Koeffizient vor
u; hangt von u ab:

= w(x,t) + u(x,t) - uy(z,t) = 0.

o+ (150)

Die Differentialgleichung (3) hat die Ordnung 2 und ist semilinear: Der Koeffizient vor
Uy, héngt nicht von u oder dessen Ableitungen ab.

Die Differentialgleichung (4) hat die Ordnung 1 und ist (voll-) nichtlinear.
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b) Fir die Differentialgleichung (1) rechnen wir

u! — el = 0 = (k- ul), — e(ku),, = K[(uM), — cul]] = 0

xrxT
Ist uw eine Losung, so ist auch jedes Vielfache von u eine Losung.

Es seien ul'l und u/? zwei verschiedene Losungen der Differentialgleichung (1). Dann
gilt
!l — eull]

(um + um)t — € (um + u[2]> = ul[tl] + u?] — € (ugg]c + uﬁ)

xrx

= (uﬁ” — euﬁﬂc) + (u?} — euﬁ[ﬂ) = 0.

=0 und u? — eul) = 0 und damit

Summen von Losungen der Differentialgleichung (1) 16sen ebenfalls die Differentialglei-
chung (1).

Fiir die Differentialgleichung (2) rechnen wir mit einer Lésung ul) und somit ul[gl} =

- ((u[;]?)x fiir @ := k- ul! und einem beliebigen 0 # k € C
oy = (k [11)+<’“‘m)2 kel k2 (ull)®
Uy 9 ) = (Y ; B ) = Uy 7

—i(-08) e ((u;”f) e (W5)

Da ul! nicht konstant sein soll, gilt die Differentialgleichung nur fiir & = 1, also fiir

o =ull.
Fiir die Differentialgleichung (3) rechnen wir mit einer Losung ul! fiir @ = k - ul!
und einem beliebigen 0 # k € C vollig analog, nur gilt hier u,[tl] = — (@)z + eull]

_ (@)? — 0 (kulll)? 0
U + (2 x— EUgqy = (k:u )t+ T x— ek‘um

[1])2 1]y 2
=—k <(u2) ) + keull] 4 &2 ((u2) ) — ekull]

Da ul!l nicht konstant sein soll, gilt die Differentialgleichung nur fiir & = 1, also fiir
7=
= ul".
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Fiir die Differentialgleichung (4) rechnen wir mit einer Losung u[! und somit
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2 2
(Wl (@,y))" = (ul(,9)) = ull(z,y)
fir @:= k- ul! und einem beliebigen 0 # k € C

(kull(,9))" — (kull(a,y)) — kull (2, y)
= & (ul)(z,y)) — ¥ (u(z,9)) — kul(z,y) = (K — k)u(z,y)

Da u!! nicht konstant sein soll, insbesondere also auch nicht identisch verschwinden
soll, gilt die Gleichung nur fiir k =1, also fiirr @ = ul!.
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Aufgabe 2:

Ein einfaches Verkehrsflussmodell:

Wir betrachten einen eindimensionalen Fluss von Fahrzeugen entlang einer unendlich lan-
gen, einspurigen Fahrbahn. In einem sogenannten makroskopischen Modell betrachtet man

nicht einzelne Fahrzeuge, sondern den Gesamtfluss der Fahrzeuge. Dazu fiihren wir folgende
Groflen ein :

u(z,t) = (Langen-)Dichte der Fahrzeuge im Punkt x zum Zeitpunkt ¢

Fahrzeuge/Léngeneinheit im Punkt z zum Zeitpunkt ¢
v(xz,t) = Geschwindigkeit im Punkt x zum Zeitpunkt ¢,
q(z,t) = u(x,t) - v(x,t) = Fluss

= Anzahl Fahrzeuge, die x zum Zeitpunkt ¢ pro Zeiteinheit passieren.

a) Nehmen Sie an, dass es keine Ein— bzw. Ausfahrten gibt, dass keine Fahrzeuge ver-
schwinden, und dass keine neuen Fahrzeuge hinzukommen. Sei N(¢,a, Aa) := Anzahl
Fahrzeuge auf einem Ortsintervall [a,a + Aa] zum Zeitpunkt ¢. Machen Sie sich klar,
dass dann einerseits

a+Aa
N(t,a,Aa) = / u(z,t) dz

gilt und andererseits
¢
N(t,a,Aa) — N(ty,a,Aa) = / (q(a,7) — qla+ Aa, 7)) dT.
to

Leiten Sie hieraus die Kontinuitatsgleichung, d.h. hier die Erhaltungsgleichung fiir die
Masse (Anzahl Fahrzeuge),

Ut + @ = 0
her.
Tipps zum Vorgehen:
o Leiten Sie beide Formeln fiir N nach ¢t ab. Beachten Sie dabei, dass fiir die

Ableitung parameterabhédngiger Integrale bei hinreichender Glattheit von f die
folgende Leibniz—Regel gilt:

d @) b(z) / /
dx /a(m) fla,t)dt = /a(m) %f(x,t)dt + b'(x) f(z,b(x)) —d'(x) f(z,a(x))

e Teilen Sie durch Aa.
o Betrachten Sie den Grenzfall Aa — 0.

b) Wir nehmen nun in einem ersten einfachen Modell an, dass die Geschwindigkeit um-
gekehrt proportional zur Dichte fallt und die Dichte positiv ist.

k
u(x,t)

v(x,t) = ¢+

Wie lautet die Kontinuitatsgleichung (=Erhaltungsgleichung fiir die Masse)?
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Losung:
a+Aa
a) Es gilt einerseits: N(t) = / u(z,t) dz
t
und andererseits: N(t) — N(ty) = / q(a,7) —q(a + Aa, T)dT
to
8 a a+Aa
Ableiten nach ¢ ergibt: &N(t) = 5 / u(z,t)dr = q(a,t) — qla + Aa,t)

Léasst man nun Aa gegen Null gehen, so folgt bei hinreichender Glattheit der betei-
ligten Funktionen
1 /G+Aa 0 q(a+ Aa,t) — q(a,t)

v A T L Ve

0 0
= au(avt) - %Q(awt)

Da diese Uberlegungen in jedem Punkt gelten, folgt die Kontinuitétsgleich. u,+q, = 0.

v(z,t) = ¢ + q(z,t) = c-u(x,t) + k.

u(z,t)
Die Kontinuitédtsgleichung lautet

ou n Ju 0

- c- — =

ot ox
Man erhalt also die lineare Transportgleichung.
Bemerkung : Dies ist ein sehr einfaches, linearisiertes Modell. Es lasst z.B. beliebig
hohe Dichte und beliebig hohe Geschwindigkeit zu. Bei einem etwas realistischerem
Problem wiirden sich hier schon StoBwellen und Verdiinnungswellen ergeben (siehe
spétere Ubungen).

Abgabe bis: 25.04.25



