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Horsaaliibung zu Blatt 6 Differentialgleichungen 11
Wellengleichung

Die ins Netz gestellten Dateien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen
zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler,
die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Wellengleichung

Homogene Anfangwertaufgabe (AWA) auf R (Cauchy-Problem)

2
Ut — C Ugy

u(z,0) = uo(z) = g(z),

I
-

reR, t>0 >0,

us(x,0) = vo(x) = h(x) r € R.

Formel von d’Alembert

x+ct
u(x,t) = % lg(z+ct) + glx —ct)] + 2%/

Herleitungsmethode: Mit der Substitution (vergleiche Prisenzaufgabe 1, Blatt 4)
a =x+ct, u = x— ct,

Urp 4+ (@a1b)Upy tabun,, = .-
und

m;é o= C bl’-'c

w(a(m,t),u(m,t)) = u(z,t)

liefert die Kettenregel uy — ¢ty <= we, =0

(Integrable Form)



Genauer: (wq (o, p) ), =0.

)

wa(a, p) = ¢lo) = wlo, p) = () + ¥(u)

— u(z,t) = ®(x +ct) + V(x — ct)
Anfangsbedingungen: / 7

/ 7 |
u(x,0) = ®(x) + ¥(x) = g(x), uy(x,0) = c®'(z) — c¥'(z) = h(x)

Ableiten der ersten Gleichung liefert
c®' (z) + c¥'(z) = cg'(x), ui(z,0) = c®'(z) — c¥'(x) = h(x)

Dies sind 2 Gleichungen fiir ® und W’'. Auflésen ergibt die Formel von
d'Alembert.



Nachweis zum Selbststudium:
Addieren der letzten beiden Gleichungen ergibt

1 1

2c®’(z) = cg'(z) + h(z) = P'(z) = 59’(:1:) — 2—Ch(a:)
1 1 [*
= ®(@) =59(z)+ B+ [ hlo)do,
1 1 [*
U(z) = g(z) — () = 59(z) =B -~ | h(o)do
x+ct
®(z + ct) = 59(x + ct) + B+ h(o)do



= O(x +ct) + V(x — ct)

1 1 x—+ct 1 1 x—ct
S9(@+ct) + - ho)do + Sg(z —ct) — - h(o)do

2¢ J 4,

x+ct xQ
(9(z + ct) + g(x — ct)) + i(/ h(o)do + / h(o)do )

2c 0

DO | —

DO | =

x+ct
(9(x +ct) + g(x —ct)) + i/ hio)do .

26 xr—ct



Inhomogene Wellengleichung (AWA) auf R (Cauchy-Problem)

ﬂtt — C2ﬂww = h(ﬁl),t) T € R, t>0 Cc > O,
u(x,0) = us(x,0) =0 r € R.

/ /x c(T—t) )

u(x,t) h(w, ) dwdT

2(1 x+4c(T—1t)
\W/—\_/

Losung:



Beweis zum Selbststudium: Mit Der Leibniz Formel fiir Parameter-
abhdngige Integrale

/ . [

d W \!/ \// /b(y) d J )

Wl f(y, 2)dz = . gy 1 W2z + VW) f(y,b)) — ' (1) (y, al)

rechnet man
J L ;")J‘/ Vvaa

T t) Nuv In »;cjfan
Uy 1) = dw d X ab ik ¥ Jie  Jrinzen
el daj 20/ /a:+c(7 £) ) ! o wmd L

T—t)
— h/ CiCU d ey Veh X OL
26 . diE_ </x—|—c(7-t) (w 7_) ) T Gremzen 110\'1\7 |

picht der Thteyre

| " "
= — Wz —c(r=1t),7) — Ma+c(r —t),7] dT  Nor Tnheyrand
0

20 AO*"'J}[ Vyon X qé

i/O ho(z — c(r — 1), 7) — ho(z + c(r — 1), 7] dr

Uge (T, 1) = »



J L,a:hj,( yev L ol

d r—c(T—t) o T, ;UVM
~ zc/ e, M) v syt e
x—c@— t) l /
= — / / h(w,m) dw | dr. Wear  Jrenzen
dt T L,c;q\jc'_n Vo - & o-c

+el@—t)

1 . w—cv—t)
+ 2—C(t)/x (w,#) dw

:%/ x—CT—t) )Tc—h(%t) 7) - (—c)] dr

Che /3\/ che 'fwf ’I‘uml,,_,,\j i

1 X MqJL“;zF JE (x e f)) f't»" Ly ermSyLse 1"-2'{'
5/ h(z —c(t—t),7) + h(x+c(r —t),7)] dr
L .
N

o (Jborj/mzc

"_Z’h}cjrohJ ,

%g;qjm /oo L{’




ém@¢):1£;%m@—cﬁ—wﬂo+mx+df—wmnm

2 B ]
1.
+ 5 (1) [z — et = 1),%) + h(z + ot = 1), 7)) o
].C Obewe Areere UL’-\SQ_SL-(—EL 4?%-\’ C
=3 {hla.t) + h(@. 1)

€ /0 ho(x —c(t—1),7)-c+ hy(x+c(t—1t),7)(—c)] dr}

_f_\(-——— ktl,}cr]VcJ(Z
¢

= h(x,t) + g/ ho(x —c(t —1),7) — ho(x + (T —1t),7)] dr
0

Offensichtlich gilt @y — c*lgy, = h(x,t). Fir die Anfangswerte erhdlt man

1Y I
u(x,0) = — =0 , und u(x,0) = = o= 0.
2c 0 0



Beispiel:

e — Quy, = —4x re R, t>0,
u(x,0) =1 us(x,0) = cos(x) r € R.

Methode: Lose zwei Aufgaben und setze zusammen. Genauer:
e Inhomogene DGL mit homogenen Anfangsdaten:
ﬂtt—g’&,xx:—lklf xr € R, t>0,
u(x,0) =0 t(x,0) = 0 x € R.
e Homogene DGL mit den gegebenen Anfangsdaten:

’LALtt—g’LALxx:O CE’ER, t>0,

u(x,0) =1 ts(x,0) = cos(x) r € R.

e Losung der urspriinglichen Aufgabe: u = u + .

10



Losung:

® Uy — gy = — hi(x,0)=9 &'%(mO):O
(T—t)
iz, t) / / h(w, ) dwdT
26 x~4c(T—1t)
mit h(x,t) = —4x also h(w,7) = - 4 &
und c = 3
Also b x-3c-t) l X-3(z-¢)
2
u(x,t) = A - j J' _ ol Ju!| d7 - _,4_(;_8__2[,0 e
g o |x43(z-%) N X33(T f}
‘: ru
> o l-;) _.-(0-('L’)
= = ; S (¥ - 3:_(_5;)) -'(i+3 (-c‘m {:)) T #(01 LA i
! L o
° = _Uab
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o Uy — YUy, = O, u(x,0) =1, ts(x,0) = cos(x).
[

i)
1 D) x+ct h
u(x,t) = 5 lg(x+ct) + gl —ct)] + 2—6/ h(v) da)
x—ct
g(r) = ug(z) =1 hz) = vo(z) = co= (%)
x4?6
’ll(.fU,t) — __/Qr: [,/]443 + ‘AE’E Cof(q}) "’l(f’ 5/’-}—/16——[51‘-:()(—3@)—5.!;: (){-{-3'@]
<-3% _ o(xt)

e Behauptung: u = u + @ |ost die urspriingliche Aufgabe:

U(x, é—):—lel:l 4 14 __{6’_. [5&;(;{—3%) — S~ (x + 3-&)]

e — Quy, = —4x re R, t>0,
u(x,0) =1 us(x,0) = cos(x) r € R.
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Nachweis: u(z,t) = —2xt* + 1+ ? (2 + 3t) — sin(z — 3t)]
U(QZ,O):O—T‘/I#—/Z [/th(%)-—-s’fla(%)]:/t V4
ug(z,t) = ~UYxt 4 © 4 Jlé- [(as(xfB%).B C cos(x=3F) (*‘3)]

u(z,0)= 040 4+ 4 7 3 coslx)t3cos(x)] = Cot X))/

Ut = —“4x 40 + % - Sin(cr 34) .3 4 Sin (x—38) (-3) ]

_—

2 i . 2
Upry = O 4+ 0 4 —/Ig [-‘ Sin (x4 3%), 1 -+Sln(><-—3£),/] ]

Uit = Mgy = x4 3 [ sin(eash), 4 sin (xost) )

- 2= sietrat) asinGes)) 2w
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Beispiel zur Hausaufgabe 1b:
utt:4um, ﬁjI’ZEER, t>0,

1 4 cos(x) r<z<m,
0 sonst,

w(z,0) = ug(x) = g(x) = {

ug(z,0) = 0. = |,(x)

U(:U,t): '/”(Z fj(;wcé) —j’j(x—»Cé>]

'n‘z,~<+2ééfT —_ __-n‘_z{:é%s‘n’__zé

g(z +2t) = -

f/f—ffos (x+2¢)

O



1 + cos(x — 2t) —nm<x—2t<m << x € [—7+ 2,7+ 2t

g(x—2t) =
sonst,
A.{-C‘:_s()(-*?) TR 47({7?—2
Zum Beispiel fiir t = 1: R (x+2) =
O
N+ CoS(x-2) T 42&£ALTHL
6 ()( ..-2.) =
o
Sixg2) j(s{«l) Tt
o / o

2 g =Tt &

.2 \J | / A.,-Ca_';(i—#?)

R(X‘P): A_r[.:ﬁ()(&Z).{./(.’-(oj()(—‘Z) ST LEx K T =&
A.,-Ca_s(x'?) Ti-2gX L T+2

s | O T4 L X
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fuirt = 0,1, 2,4,

257

151

051

1: gestrichelt, 2: gepunktet, 4: rot
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Anfangsrandwertaufgabe fiir die Wellengleichung

zunachst : homogene Dgl. mit homogenen Randdaten

Upp — CPUpy =0 c>0,2z€(0,L),t>0
bl LA
u(z,0) = uo(x) v e (0,L),
k=O
ur(,0) = vo(a) ve(0,L), 1| Dsl
-- — QO
u(0,t) = 0 t >0,
u(L,t) = 0 t >0, O piw. L .
UL=Uq
0 0
Produktansatz  w(x,t) = p(x)-q(t) liefert p(x)-§(t) = p"(x) - q(t)
)6 o~\° L\;MS-‘" huvr psh —_— —_————
9wty . b oab Uit Usex
W p G/ ot ,
PU‘/T? :%:_AQ—' l/C:shf o S 20\16}. JéwghﬂCf(l'lC DJ(,

f’a/ ° ond y

J

p= —Ap und § = — \c?q




Die homogenen Randbedingungen liefern exakt wie bei der Warmeleitungsglei-
chung

u(0,t) =p(0)q(t) =0 Vi>0 =— p(0)=0Vqg=0 97 © Somst

hw= O

WL, t) =p(L)gt) =0 Vt>0 = pL)=0Vqg=0 (= whal”
LS sung

die Randwertaufgabe:

p'(xr) = = Ap(z),  p(0)=p(L)=0

Die einzigen nichttrivialen Lésungen sind (vgl.HU 5). = 0 (L‘ ‘?T:'rx>

pr(x) = sin(kw) w=m/L, M\ = (’%)2 = (kw)?, k€N
T

%

fuo (%) = = sia(lewx) (L) *

l‘.-—}___/

Mw

18



Die Differentialgleichungfiir ¢ lautet dieses mal:

= — = — o = > T I 2.:0
q >\c2q (ckw)2q ﬂﬁ(cz;u) g =0 —> ‘P(/uﬁ,/us +(chw)

I =t Vo (ckw)* = tickw
und liefert M o e:’_ic& )

iebout = cos(c levst) 4 (S/a (clcw‘k)
qr(t) = Ag cos(ckwt) + By sin(ckwt) <"

yvelle L‘:T_e,om\jc_‘,,

ur(z,t) = q(t) - pr(x), k € N lost DGL + erfiillt Randbedingungen.

DGL homogen und linear, RB'n homogen — Superposition erlaubt

u(x,t) = Z (A cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwx)
k=1

lost DGL + RB'n.

19



J y
Zu erfiillen sind mit u(x,t) Z (A cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwx)
k=1

3

die Anfangsbedingungen.

n J ) /
u(x,0) = (Aj cos(O) + Wﬂ(kwx) = ug(z) x € |0, L]
— ; /7%9 e _—

Flir n — oo erhalt man

_—/ u(x,0) = Z Ag sin(kwx) = ug(x) x € |0, L]

k=1

Us (- %) = =y (%)
Die Aj sind bei glatten Anfangswerten die Fourlerkoeff|2|enten der ungeraden
2L —periodischen Fortsetzung von ug —

20



Die zweite Anfangsbedingung lautet fiir
Z (A cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwx)
k=1

o 12 Lc
= B engphat) bt st
,Ff:f Nu-” = O {(Ar NU‘(( 4

(, Z By - (ckw) sin(kwz) = Uo( )

kl/‘\"___/\

7 et

mit den Fourierkoeffizienten der ungeraden 2L —periodischen Fortsetzung von

Vo
2 " k
= Z/o vo() sin (%) do

muss also gelten

ke kn & k
Z By - C—Wsin —Wa:) : Z bi Sin(ix) = Vo (%)

L L
k:\l
BuCLc'lE - Buc kw = by
Buo b = o 21

CL‘IrL_. cked



L

L *
oder Bk: _@bk _ ]L‘ ‘ ? JUOCo()SM (& %x) d o
c T =

Q

Damit erhalten wir die Losung

=~

Z (A cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwx) w=
k=1

2 [ k 2 [* k
Ay = 7 /0 uo () sin (%&) da, By = — vo(a) sin (%a) do

ckm /o

22



L
Beispiel: /
2 7
tt _1ua:a: =0 $6(07§),t>0
xr xr E O,E Y
u(az,O) — \x [71' jlr]
wy(z,0) = 2sin(4x) € [o,g],
7
u(0,t) = u(E,t) =0 t >0,
Hier gilt: L = 7, w:%:%/z:Zc:l

Z [Ag cos( ckwt ) + B sm((ckwt)] Sin(kcia:),
k=1

Wie oben:
> T x € [0, Z],
u(x,0) = ZAk sin(kwz) = {ﬁ [W i]
—1 5 — & L [17 5]

23



Die zweite Anfangsbedingung liefert

>0 2
us(x,0) = Z By, - (ckw) sin(kwz) = 2sin(4x)
k=1 <in (l[&y_)
ar k=2
Wobei 9 1 S (4R) )
obel W = 4, Cc = 1. L g 82/122 :
Man liest unmittelbar ab: 8, - %
| ‘B\,c:-—— (@) L{ &.{:2
Die erste Anfangsbedingung verlangt
| 4
= X 07 7 Y
u(x,0) = Z Ayg - sin(2kx) = {W [W i]/
P 77 v €[5

24



Fur die Ax rechnet man

2 L ¢
Ak:—/ u(x,0) - sin (2kz) dx
L J, /N
7
4 [1 7T
— —/ x sin( Zkac dr + — / — — :13 sin Qkx)dx jm(yx) dx
v s
0 7[ Z _ __c_oj(yx) + C
4 cos( Qkx E % 2kaz 7
= o203 farl
£ 0 g/
m cos(2kx) s / ~ cos(2kx) gcus(méx
— — — 2 — —1 d
* [(ivj)( 2]€ ):IZ % ( N? 2]{' x} - san(XX)
7 3 g 4 B

25



Damit erhilt man

C =/ """:J‘

> 2 2
Z | A cos(ckwt) + Bk sin((ckwt)] sin(kwx)

2
~ Z
+ By sin(2cwt) sin(2wx)

.

sin <k27T> cos(ckwt) sin(kwx)

k 1
sin ( ;) cos(2kt) sin(2kz) | + §Sin(4t) sin(4x)

1 k
= —sin(4¢) sin(4x) + Z —Sln ( ;) cos(2kt) sin(2kx)-

2
k= 1

26



Inhomogene Randbedingungen:

Ut — C*Uypy = 0 c>0,ze(0,L),t>0
u(x,0) = ug(z) x € |0, L],
us(x,0) = wo(x) x € |0, L],
u(0,t) = h(t) t >0,
u(L,t) = g(t) t >0,

Verfahre wie in HU 5 :

> wlawt) = ulwt) -(e) + T (9(6) ~ b)) |
Fiihrt zu v(0,¢) = v(L,t) = 0.
Neue DGL fiir v:

/>u(zv, t) == v(z,t) +Ez(t) + % (9(t) — h(fﬁ))j
(e, t) =y + b (L) T5) -k (éﬁ

Uge (T, 1) 1= Vpp(x, 1)

27



Das neue Problem besteht aus : i. d. R. inhomogener DGL, inhomogene An-

fangswerte aber homogene Randdaten

UH+MQ+%@@—%u»—8%f:o

v(x,0) = u(x,0) — h(0) —

ve(z,0) = ug(z,0) — h(0) — = ((0) — h(0)) =: Go(x).

v(0,t) =0, v(L,t) =0.

28



Beispiel: Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe 3

Z
<

/
Ut = 4uzczc

u(z,0) = x — sin(nwx) =
ut(x,0) = sin(2mx) = V.
u(0,t) = 0 :11
U(].,t) =1 :j

Uz

/

O<x<l1, teRT,

0<x <1,
0<x<1,
t >0,
t>0.

Uberfiihren Sie die Aufgabe durch die Einfithrung einer geeigneten Funktion v

in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randbedingungen fiir v.

Losen Sie die ARWA fiir v.

Geben Sie die Losung der ARWA fiir u an.

Schritt 1) Randwerte auf Null setzen:

@

./,U .

o(@, ) = u(x, 1) = h(t) = 7 (9(t) = h(t))
= u(a;,t)—O—I(l—O) = u(x,t) —
V{xt)= W(x t)-
Vi = Uy

29



Yz = Uy Ukt = Wy

.- - u(&xt“cr(q
H . " A /('I/L Jruc[cc. 1 aﬂt:r' R’NA
Schritt 2) Neue Aufgabe: 4/ y ,afiscfﬂ:c-&a i e
Utt:4vacac O<$<1,tER+,
v(x,0) = u(:z:,())—x = —sin(7x) 0<zx<1,
< — 54 (7T¥) —
ve(x,0) = ug(x,0) = sin(27x) 0<z<1,
0(0.1) = u(0.t) = 0= 0 t>0),
v(1,t) = u(l, )—1:() t>0.
4

Lo 22 Vrwenda
Schritt 3) Lésung der ARWA fiir v.: Forrel ows Se Crinen

—

Mitc=2, L=1 =L =T
s W Lo

;::1 [Ak cos gt) + By sin(ggt)] sin(gg;)
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C Mh‘:{ L bazu. W U."’Sc/écw

Z | Ak cos(2knt) + By sin(2kwt) ] sin(knx)
féh\jség MJ ah k=1

5(‘4)’(‘,!17111 {

(3370)— Z Auw Sf”(WP‘)::’ “‘S"”(ﬂy):%—(x)
U=

W enn mvj/ é le=4 A,;:w/!
Lgecﬁ}z/zm‘mva/\g/e:cé id e Ruee

— Z |—2km Ay sin(2kmt) + 2kw By cos(2kmt) | sin(knx)
k=1

il . !
Ut(:z;‘,()) — Y Lk Bu- sis(kix)= =7
le= 4

L{:Z . 2,2-7.(\33:4 _D 'Bz_—_; _g;_:
L(%l : ‘gkzé
und damit ,{
—1 —-Lﬁ,
4 Y
v(z,t) = Ajcos(2-1-m-t)sin(l-7x) + Bosin(2-2-7-t)sin(2-7- )
- :

Z Au cod (CL‘"L') S'"”Chﬁx) _: Brsia (C.L(.TTI:) .S‘:-w <lc'rt>¢)
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also

v(x,t) = Esin(élﬂt) sin(27wx) — cos(27t) sin(7wx)

Schritt 4) Losung der ARWA fiir w.:

Die Losung der urspriinglichen RWA lautet also

1
u(z,t) = v(x,t)+x =z + 4—Sin(47rt) sin(27wx) — cos(27t) sin(7x)
7'('
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Der Vollstindigkeit halber:

Inhomogene Differentialgleichung, homogene Randdaten

Mit w =

]k

Uy — CUyy = h(x, 1) >0 2€(0.L)t>0
u(x,0) = uo(w) z € (0,L),
uy(z,0) = vo(z) r < (0,L),
u(0,t) = 0 >0,
u(L,t) =0 >0,
qu sin(kw) AhSa#a i~
e HO S
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FEinsetzen in die Differentialgleichung fiihrt bei glm. Konvergenz der Reihen
auf einen Satz von AWA’n fir gewohnliche Differentialgleichungen zweiter
Ordnung:

Gr(t) + Ck*w?qr(t) = di(t), qx(0) = ag, q,,(0) = by
R

Erqeben sieh  aus

L L wn
Mit: 0y = 7 / uo(z) sin(kwx) dz. o fanys bed/ng w0 gen
L 0 2. B. o )
w(x0) = Zci/h(o),sr?:({(wx) = Uo (X)
2 L Loz A I
by, = _/ vo(x) sin(kwz) dz. C eimus e
g ’ Wit oben ‘r:aur-:'crvé(eapgf..,
Vo uhje,rm,fw’/ 2(,../0(,,—;'00{;’5:)-2’
2 L c:r-ncSQwa? Vom WUs
dk(t) - Z /O h(x7t) Sin(kwx) de. Tod/c_[éhcfo ~—~\:j> Sivhe ot

Fourier-Koeffizienten (evtl. tiber Koeffizientenvergleich) berechnen und Sys-
tem gewdhnlicher Differentialgleichungen lésen.
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