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Horsaaliibung zu Blatt 6 Differentialgleichungen 11
Wellengleichung

Die ins Netz gestellten Dateien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen
zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler,
die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Wellengleichung

Homogene Anfangwertaufgabe (AWA) auf R (Cauchy-Problem)

2
Ut — C Ugy

0 re R, t>0 c¢>0,

u(x,0) = up(x) = g(z), us(x,0) = vo(x) = h(x) r € R.

Formel von d’Alembert

x+ct
u(x,t) = % lg(z+ct) + glx —ct)] + 2%/

Herleitungsmethode: Mit der Substitution (vergleiche Prisenzaufgabe 1, Blatt 4)
a =x+ct, u = x— ct,
und

w(a(z,t), u(x,t) = u(x,t)

liefert die Kettenregel uyy — c?uy, <= Weay = 0 (Integrable Form)



Genauer: (wq (o, p) ), =0.
wala, p) = ¢la) = wlo, p) = () + ¥(u)

— u(z,t) = ®(x +ct) + V(x — ct)
Anfangsbedingungen:

u(z,0) = @(x) + ¥(x) = g(x), uy(x,0) = c®'(z) — c¥'(z) = h(x)
Ableiten der ersten Gleichung liefert
c®' (z) + c¥'(z) = cg'(x), ui(z,0) = c®'(z) — c¥'(x) = h(x)

Dies sind 2 Gleichungen fiir ® und W'. Auflésen ergibt die Formel von
d'Alembert.



Nachweis zum Selbststudium:
Addieren der letzten beiden Gleichungen ergibt

1 1

2c®’(z) = cg'(z) + h(z) = P'(z) = 59’(:1:) — 2—Ch(a:)
1 1 [*
= ®(@) =59(z)+ B+ [ hlo)do,
1 1 [*
U(z) = g(z) — () = 59(z) =B -~ | h(o)do
x+ct
®(z + ct) = 59(x + ct) + B+ h(o)do



= O(x +ct) + V(x — ct)

1 1 x—+ct 1 1 x—ct
S9(@+ct) + - ho)do + Sg(z —ct) — - h(o)do

2¢ J 4,

x+ct xQ
(9(z + ct) + g(x — ct)) + i(/ h(o)do + / h(o)do )

2c 0

DO | —

DO | =

x+ct
(9(x +ct) + g(x —ct)) + i/ hio)do .

26 xr—ct



Inhomogene Wellengleichung (AWA) auf R (Cauchy-Problem)

{Ltt — C2ﬂww = h(ZC,t) T € R, t>0 Cc > O,
u(x,0) = us(x,0) = 0 r € R.

/ /x c(T—t) )
u(x,t) h(w, ) dwdT
2C x+4c(T—1t)

Losung:



Beweis zum Selbststudium: Mit Der Leibniz Formel fiir Parameter-
abhdngige Integrale

’ b(y)f( )d /bw) L Py, 2)dz + V() £, by) — @ () F(y. aly))
N y © )b = 7 ’ Z+ ) — a ,
A o w AR G G G

rechnet man

T— t)
~sc 7t — dw d
ial:1) = 7 <2c/ /Hc(T ) )> !
T—t)
= h(w,7)dw | dr
2 0 dx (»/ac—l—c(Tt) (, 7) )

:2%: o h(x —c(r—t),7) — h(x + c(T — 1), 7] dr

i/O [hw(x_C(T_t)aT)_hw(CU—i—C(T—t),T] dr

Uge (T, 1) = 5



d x—c(T—t)
= — / / h(w,T) dwdr
dt 20 x+c(T—t)

x—c(T—1t)
— h(w,7)dw | dr
26 0 dt (L—I—cﬁt) ( ) )

1 . x—c(t—t)
+ —(1) / h(w,t) dw
2c z+c(t—t)

1 t

= 50 O h(x —c(r—1),7) - c—h(x +c(r—1),7) (—c)] dr

:%,/0 h(z —c(t—1t),7) + h(x +c(T —t),7)] dr



éMQJ)ZEA;%w@—cw—wﬂo+mx+df—@mnm

2
+%ﬁ)m@_c@—wny+mx+dw4%ﬂ]
:% {h(z,t) + h(z, 1)

_|_

/0 ho(x —c(t—1),7)-c+ hy(x+c(t—1t),7)(—c)] dr}

= h(x,t) + 5/0 lho(x —c(t —1t),7) — hp(x +c(r —1t),7)] dr

Offensichtlich gilt @y — c*lgy, = h(x,t). Fir die Anfangswerte erhdlt man

1 /0 1 [0
11(:1:,0):2—6/0 =0 , und ts(x,0) = 5/0 o= 0.



Beispiel:

e — Quy, = —4x re R, t>0,
u(x,0) =1 us(x,0) = cos(x) r € R.

Methode: Lose zwei Aufgaben und setze zusammen. Genauer:
e Inhomogene DGL mit homogenen Anfangsdaten:
ﬂtt—g’&,xx:—lklf xr € R, t>0,
u(x,0) =0 t(x,0) = 0 x € R.
e Homogene DGL mit den gegebenen Anfangsdaten:

’LALtt—g’LALxx:O CE’ER, t>0,

u(x,0) =1 ts(x,0) = cos(x) r € R.

e Losung der urspriinglichen Aufgabe: u = u + .

10



LGosung:

L utt - guxx

/ /x c(T—t)
m t
26 x~4c(T—1t)

mit h(x,t) =

und ¢ =

Also
u(x,t) =

h(w, ) dwdT

—4x also h(w, T) =

11



x+ct
u(x,t) = % lg(x+ct) + gl —ct)] + 2% /_ t h(v) di
g(z) = uo(z) = h(z) = vo(z) =
u(x,t) =

e Behauptung: u = u + u 16st die urspriingliche Aufgabe:

U — Uy = —4x re R, t>0,

u(x,0) =1 us(x,0) = cos(x) r € R.

12



Nachweis: u(z,t) = —2zt* + 1+ £ [sin(z + 3t) — sin(z — 3t)]

u(x,0) =
u(x,t) =
us(x,0) =

Ut =

13



Beispiel zur Hausaufgabe 1b:

utt:4ux$7 fur,fEER) t>07

u(x,0) = uo(z) = g(x) = {(1) + cos(z)

Ut(.flf, O) = 0.

u(x,t) =

g(z +2t) =

—nm <z,

sonst,

14



1 + cos(x — 2t) —nm<x—2t<m << x € [—7+ 2,7+ 2t
glo—2t) = sonst

Zum Beispiel fiir t = 1:

15



fuirt = 0,1, 2,4,

257

151

051

1: gestrichelt, 2: gepunktet, 4: rot
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Anfangsrandwertaufgabe fiir die Wellengleichung

zunachst : homogene Dgl. mit homogenen Randdaten

Usp — CPUpy =0 c>0,2€(0,L),t>0
u(x,0) = up(x) x € (0,L),

us(z,0) = vo(x) x € (0,L),

u(0,t) = 0 t >0,

u(L,t) = 0 t >0,

Produktansatz  u(z,t) = p(x) - q(t) liefert p(z) - §(t) = *p”

AR AR
p cq

p= —Ap und § = — \c?q

17



Die homogenen Randbedingungen liefern exakt wie bei der Warmeleitungsglei-

chung
u(0,t) =p(0)q(t) =0 Vi>0 =— p(0)=0Vqg=0
u(L,t) =p(L)q(t) =0 Vi>0 =— p(L)=0Vqg=0

die Randwertaufgabe:

p'(xr) = = Ap(z),  p(0)=p(L)=0

18



Die Differentialgleichungfiir ¢ lautet dieses mal:
= —X’q = —(ckw)*q

und liefert
qr(t) = Ag cos(ckwt) + By sin(ckwt)
ur(z,t) = q(t) - pr(x), k € N lost DGL + erfiillt Randbedingungen.

DGL homogen und linear, RB'n homogen — Superposition erlaubt

u(x,t) = Z (A cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwx)
k=1

lost DGL + RB'n.

19



3

Zu erfiillen sind mit u(x,t) Z (A cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwx)
k=1

die Anfangsbedingungen.

u(x,0) = Z (Aj cos(0) + By sin(0)) - sin(kwx) = ug(x) x € |0, L]
k=1
Fiir n — oo erhalt man
= Z Ag sin(kwx) = ug(x) x € [0, L]

k=1

Die Ay sind bei glatten Anfangswerten die Fourierkoeffizienten der ungeraden
2L —periodischen Fortsetzung von ug

o L
Ay = Z/o uo () sin (MTTQ) do

20



Die zweite Anfangsbedingung lautet fiir
Z (A cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwx)
k=1

u(x,t) =

us(x,0) = Z By - (ckw) sin(kwz) = vo(x)

k=1

mit den Fourierkoeffizienten der ungeraden 2L —periodischen Fortsetzung von

Vo
2 [* k
b = Z/0 vo (@) Siﬂ( Za> do

muss also gelten

ckm | k7r - . km
Z By - —sin (—=x) = Z bi sm(fx)

21



L
oder Bk; = —bk
ckm

Damit erhalten wir die Losung

Z (A cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwx) w=
k=1

=~

2 [ k 2 [* k
Ay = 7 /0 uo () sin (%Oé) da, By = — vo(a) sin (%a) do

ckm /o

22



Beispiel:

P — :L'G(O,g),t>0
x x € (0,%],

’LL(LU,O) - {71‘ [71' jlr]
5—33 ﬂfé[z,g]

wy(x,0) = 2sin(dx) € [o,g
T

u(0,t) = u(E,t) =0 t >0,

Hier gilt: L = 7, w:%:%ﬂzz c=1

Z [ A cos(ckwt) + By sin((ckwt)] sin(kwx),
k=1

Wie oben:
= 07 7 Y
u(x,0) = ZA’“ sin(kwz) = {i ! [W i]
—1 5 — & L [17 5]
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Die zweite Anfangsbedingung liefert

us(x,0) = Z By, - (ckw) sin(kwz) = 2sin(4x)

Wobei w =2, c¢=1.

Man liest unmittelbar ab:

Die erste Anfangsbedingung verlangt

= 07 7 Y
u(x,0) = Z Ayg - sin(2kx) = {i ! [W i]
1 5 — & L [Z? 5]

24



Fur die Ax rechnet man

L
| e
0

A

- sin (2kx) dx

4
/ xsm Qkx dr + — /
0 TJz

xe

+[E - (-2

cos Qkx z /
]0 B
0

cos(2kx)

R

(g — x) sin(2kx)dx

cos(2kx)

— dx

2k

) /; 1) (_cos(;ka)

) iz}

25



Damit erhilt man

Z | A cos(ckwt) + By sin((ckwt)] sin(kwz)

+ Bssin(2cwt) sin(2wx)

sin <k27T> cos(ckwt) sin(kwx)

k 1
sin ( 27T> cos(2kt) sin(2kz) | + §Sin(4t) sin(4x)

1 k
= —sin(4¢) sin(4x) + Z —Sln ( ;) cos(2kt) sin(2kx)-

2
k= 1

26



Inhomogene Randbedingungen:

Upr — 02um =0

u(z,0) = ug(x)

Verfahre wie in HU 5 -
T

v(@,1) = ulz,t) — h(t) — 7 (9(t) = h(t))
Fiihrt zu v(0,t) = v(L,t) = 0.
Neue DGL fiir v:

w(z, t) == v(w,t) + h(t) + % (g(t) — h(1))

Utt(ﬂj, t) =

Uge (T, 1) 1= Vpp(x, 1)

c>0,ze(0,L),t>0
x € |0, L],

x € |0, L],

t>0,

t>0,

27



Das neue Problem besteht aus : i. d. R. inhomogener DGL, inhomogene An-

fangswerte aber homogene Randdaten

UH+MQ+%@@—%u»—8%f:o

v(x,0) = u(x,0) — h(0) —

ve(z,0) = ug(z,0) — h(0) — = ((0) — h(0)) =: Go(x).

v(0,t) =0, v(L,t) =0.

28



Beispiel: Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

Ut = AUgy O<x<l1, teRT,
u(z, )—x—sin(mc) 0<z<1,
ut(x,0) = sin(27x) 0<zx<1,

u(0,t) = 0 t>0,
u(l,t) = 1 t>0.

Uberfiihren Sie die Aufgabe durch die Einfiihrung einer geeigneten Funktion v

in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randbedingungen fiir v.

Losen Sie die ARWA fiir v.
Geben Sie die Losung der ARWA fiir u an.

Schritt 1) Randwerte auf Null setzen:

X

v(@,1) = u(z,t) — h(t) — 7 (9(t) — h(t))

= u(x,t)—O—T(l—O) = u(x,t) —x-

29



Vpg — Utt —

Schritt 2) Neue Aufgabe:

Ve = 4,4 O<z<l teRT,
v(x,0) = u(x,0) —x = —sin(mx) 0<zx<1,
ve(x,0) = u(z,0) = sin(27x) 0<z<1,

v(0,t) = u(0,t) — 0 = t>0,
v(l,t) = u(l,t) —1=0 t>0.

Schritt 3) Losung der ARWA fiir v.:
Mitc=2, L=1

- k k
Z [Ak cos( ckw t) + By Sm(CTW t) sin(% x)
k=1

30



Z | Ak cos(2knt) + By sin(2kmnt) | sin(knx)
k=1

v(x,0) =

ve(x,t) = Z |—2km A sin(2knwt) + 2km By cos(2kmt) ] sin(kmx)
k=1

ve(x,0) =

und damit

v(x,t) = Ajcos(2-1-m-t)sin(l-mx) + Bysin(2-2-7-t)sin (27 - x)

31



also

v(x,t) = Esin(élﬂt) sin(27wx) — cos(27t) sin(7wx)

Schritt 4) Losung der ARWA fiir w.:

Die Losung der urspriinglichen RWA lautet also

1
u(z,t) = v(x,t)+x =z + 4—Sin(47rt) sin(27wx) — cos(27t) sin(7x)
7'('

32



Der Vollstindigkeit halber:

Inhomogene Differentialgleichung, homogene Randdaten

Usp — CPUpy = h(x,1) c>0,x€(0,L),t>0
u(x,0) = up(x) xz € (0,L),

ug(z,0) = vo(x) xz € (0,L),

u(0,t) = 0 t >0,

u(L,t) = 0 t >0,

Mit w =

]k

qu sin(kw)

33



FEinsetzen in die Differentialgleichung fiihrt bei glm. Konvergenz der Reihen
auf einen Satz von AWA’n fiir gewéhnliche Differentialgleichungen zweiter
Ordnung:

qk(t) + CQkaqu(t) = dk(t) : qk(O) — ag, qé(O) = by,
o L
Mit: a = — / uo(x) sin(kwz) dz.
L Jo
o L
b = Z/ vo(x) sin(kwz) dx.
0
o L
dy(t) = 2 / h(a, ) sin(kwe) de.
0

Fourier-Koeffizienten (evtl. tiber Koeffizientenvergleich) berechnen und Sys-
tem gewdhnlicher Differentialgleichungen lésen.
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