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Horsaaliibung zu Blatth Differentialgleichungen |I
Produktansatze fiir
Warmeleitungs- und Laplacegleichung

Die ins Netz gestellten Dateien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen
zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler,
die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Die Anfangsrandwertaufgabe fiir die Warmeleitungsgleichung

Ziel ist die Losung von:

Uy — Clzy = h(x,t) c>0,t>0,x€ (a,b) bei uns (0, L)
u(x,0) = up(x) x € (a,b),

u(a,t) = f(2) t>0,

u(b,t) = g(t) t >0,

¢ : Warmeleitfahigkeit / Diffusionskoeffizient



Zunichst |6sen wir fiir Problem 1)

homogene DGL, homogene Randwerte, inhomogene Anfangswerte

c>0,t>0,z€]0,L], L >0,

UVt — CUpqp = 0
v(x,0) = vo(x) xz € (0,L)
v(0,t) =v(L,t) =0 t>0.

vo nicht identisch Null, d.h ¥ nicht identisch Null!
Produktansatz: ov(x,t) = q(t) - p(x)
Einsetzen in DGL:

q(t) -p(z) — c-q(t) - p'(z) =0
Umsortierung ergibt:

itt) _ r'@) _

q(t)  px)



Zunachst: p”(x) = — X - p(x) (vgl. Vorlesung Seite 85-88)
5(0,1) = q(t) -p(0) = 0 = p(0) =

o(L,1) = q(t) - p(L) = 0 = p(L) =

DGL: p” + XA-p =0 — Charakteristisches Polynom: p? + X =0
= +v—\ — allgemeine Losung aeV AT 4 pemV Az

AuBer fiir doppelte Nullstellen! Hier A = 0

A=0=px) = aoe\/__oaj +b0xe\/__0x = ag + box,
p(0)=0=ag=0
p(L)=0=by-L=0



A< 0= p(x) = aeV A 4 pem VA
p(0) =0 = ae’ +be’ = 0

p(L) =0 = ae¥ M 4 be VN =0

p(z) = ae’V ¥ 4 he VAT

reelle Darstellung: p(z) = acos(vVAz) + bsin(V A z)
p(0) =0= acos(0) +bsin(0) = a = 0
p(L) = 0= bsin(VAL)=0

Nichttriviale Loésungen gibt es also nur fiir:



2
Ap = (n_W) = nw?, nEN,w:%

Zugehdrige Losungen: | py(x) = sin (nwx) = sin (n%x)

Mit diesen A—Werten losen wir die zweite DGL
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= ¢ = —c- Ay <= @n(t) = —cApan(t)

—cwznzt

Jede Funktion | 9,(t) = pn(x) - ¢n(t) = sin (nwzx)e

erfiillt die homogene Differentialgleichung und die homogenen Randwerte!



Jede Linearkombination a,,v,, + o, U,
erfiillt die homogene Differentialgleichung und die homogenen Randwerte!

Denn auf dem Rand:

(QpUp + Q) (0) =
(U + Q) (L) =

Differentialgleichung :

(O Up, + QmUp,), — € (U + QmOm) .,

~

= Q- (77n)t + Qi - (77m)t — C&n(ﬁn)x;p — COém('Um)xx

— Onp ((671)75 - C(@n)xx) T Qm ((6m)t _ C(ﬁm)$x>

Frage: Waren Linearkombis von Lésungen auch bei inhomogener Dgl und/oder
inhomogenen Randwerten auch Lésungen?



Jede endliche Linearkombination

Z Q€ —ewnt g (nwx) w=

SIE

lost die Differentialgleichung und erfiillt die Randbedingungen.

Zu erfiillen bleibt noch die Anfangsbedingung, die verlangt:

Z e~ "0 giny (nwx) = vo(x) xr e (0,L)
Also v(z,0) = Z a, - sin (nwz) = vo(x) x e (0,L)

Dies geht nur fiir spezielle vy.

|dee fiir beliebiges vy: Gehe zur Reihe iiber (oo statt m) und Wahle: «,
als Fourier Koeffizienten der ungeraden, 2L—periodischen Fortsetzung von wvy.
Siehe nachste HU. Hier spezielle vy.



Problem Il) Inhomogene DGL, inhomogene Rand- und Anfangswerte

Us — CUgy = h(x,t) c>0,t>0,z¢€ (a,b) beiuns (0, L)
u(x,0) = wup(x) r € (a,b),

u(a,t) = f(t) t >0,

u(b,t) = g(t) t >0,

c : Warmeleitfahigkeit / Diffusionskoeffizient

Beispiel:
Wy — Ugy = — + 4sin(2x) O<z<m, teRT
t xx_ﬂ_(t_|_1)2 9 )
u(az,O)zl—erSin(Ga:) O<z<m,
T
1
u((),t):— t>0,

t
u(m,t) = 0 t > 0.



Schritt 1) Randwerte homogenisieren

v(@,t) = ule,t) = | f(0)+ 7 (9(t) = F(1))

o(L,t) = w(L,t) — f(t) —

Neue DGL fiir v:

ule,t) = vl t) + (1) + 7 (9() = £(1)

usw, 1) = vola,t) + £(8) + 7 (3(t) — f(1))

a0, 1) 1= vl 1) + 0+ 7 (9(0) — (1)
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Uge (T, 1) 1= Vgp(x, 1)

Das neue Problem besteht aus : i. d. R. inhomogener DGL, inhomogene Anfangswerte,

homogene Randdaten
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Beispiel:

Ut — Ugpy = Wélq)z—kélsin@x) O<z<m,teRT,
u(a:,O)zl—ersin(Ga:) O<zx<m,
T
1
u(0,1 — t>0

o@k

u(m, )

Schritt 1) Randwerte homogenisieren

t> 0.

X

v(@,t) == ulz,t) = f(t) =+ (9(t) = f(?))
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1
Neue Aufgabe fiir v(x,t) = u(z,t) + —— (f —

DGL flr u: up — Upy = il

o (t+1)2
ve(z,t) =

Ut — Ugy —

Ut — Ugpy =

t+1 \m

+ 4 sin(2x)

Y
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Schritt 2)

Vi — C Uy = iL(:E, t)
v(x,0) = vg(x
v(0,1) =v(L,t) =0

homogene Randwerte werden erfiillt von:| p,(x) = sin (nwzx) = sin (

niw
—X

L

)

Wir machen den Ansatz: | v(x,t) = Z ar(t) sin (nwx)

Einsetzen in die DGL vy — cv,, = fL(:c,t)

m

n=1

(G (t) + cn’w?a,, ()] sin (nwz) = h(z,t)
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Die Losung muss auch noch die Anfangswerte erfiillen

Z ) sin (nwx) = vo(x)

ldee fiir beliebiges h,vo: Gehe zu Reihen iiber (co statt m) und ersetze
die rechten Seiten durch die Fourier Reihen der ungeraden, 2L —periodischen
Fortsetzung von h bzw. vy. Erhalte AWA mit gewohnlichen DGL fiir die ay,.
Berechnung der Fourier Koeffizienten nichste HU. Hier spezielle h, vo.

Schritt 3: Zusammensetzen zur Losung des urspriinglichen Problems :

ue,t) = v(a,t) + f(t) + 7 (9(t) = J(1))
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Schritt 2 fiir unser Beispiel:

Vs — Vgr = 4sin(2x),

v(z,0) = sin(6x) e [0, 7]
v(0,t) = v(m,t) = 0, t>0
Ansatz:
Z ) sin (nwx)
Einsetzen in die DGL vy — cv,, = iz(x,
Z —|— cn w2an

n=1

r e (0,m),t>0

t), ergibt

(t)] sin (nwz) = h(z,t)
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mit

c=1, h(z,t) =4sin(2z), L=m also w =1

also

D [an(t) + n’an(t)] sin (nz) = 4sin(2z)

Koeffizientenvergleich liefert die gewohnlichen Differentialgleichungen
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Die Losung

v(x,t) = Z an(t) sin (nx)

muss auch noch die Anfangswerte erfiillen

v(x,0) = Z ar(0) sin (nx) = vo(x) = sin(6x)

Koeffizientenvergleich liefert die Anfangswerte fiir unsere Differentialgleichungen

Insgesamt erhalten wir folgende Anfangswertaufgaben

an(t) +nan(t) =0, a,(0) =0 Vn ¢ {2,6}
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Mit den Loésungen a,(t) =

Und

ag(t) + 6%ag(t) = 0, ag(0) = 1

dg(t) + 22&2(t) = 4, CLQ(O) =0

Losung: v(x,t) =
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Schritt 3 fiir unser Beispiel:
ua,t) = v(w,t) + F(t) + 7 (9(t) = F(1)

mit f(t) = 1+Lt’ g(t)=0, L =m.

Hinweis zur Hausaufgabe 2a:

at) _ p'(=) _
q(t) p(x)

Also ¢(t) = pq(t)

x— Anteil: linear, exponentiell oder periodisch.

Fiihre die Diskussion analog zu den Seiten 3-7 durch, nur mit
p'(0) = p'(L) = 0 statt mit p(0) = p(L) = 0.

Gehe von der Summe zur Reihe iliber, also oo statt m.
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Laplace-Gleichung auf Ringen, Kreissegmenten,
Innerhalb oder auBBerhalb von Kreisscheiben etc.

Laplace Operator in Polarkoordinaten:

Au = 0 (ﬂ) uw—l—%ur—l— T—12u¢¢ = 0.

Im rotationssymmetrischem Fall: u(r, ¢) = w(r) gilt ugy = 0.

Zu losen: Uy + T, = 0

Setze g := w’. Dann ist zu l6sen: r¢'(r) + g(r) =0

dr  r g r

In(|g]) = —In(r) + k <= enlldh) = g=nlr)+k — g=Inlr) . ok

d d d
dg _ g, dg_ dr

’lU, — g =0 % — ’UJ(T) = - IH(T) + 6 Vgl. Darstellung mit der Fundamentallésung aus letzter HU
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Im nicht rotationssymmetrischem Fall:

Ansatz:  u(r,¢) = w(r) - v(p)

2

Zu erfillen: 7“u, 4+ ruy + ugpyp = 0.

Neue Dgl.:  r%w” v +rw'-v + w-0v" =0

Sortieren nach v und w:

r2w” + ruw’ v

— = —— = A\
w (Y

System gewohnlicher Dgl'n:

v(r*w” + rw') =

—w

v

1

V(p) = —lv(9), r?w’(r) + rw'(r) — dw =0
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Zunachst v”(¢) = —Av(¢): Losungen sind (siehe oben)

A = 0: lineare Funktion
A < 0: reelle exp-Funktionen
A > 0: Cosinus- und Sinus-Funktionen

v sollte 2r—periodisch sein, daher kommen nur in Frage cos(k¢), sin(k¢)

mit zugehdrigen A\, = k? und

vE(9) = apcos(kd) + brsin(ke), keN, wvy(¢p) = ag

Gleichung fiir die passenden wy lautet

r?w”(r) + rw'(r) — pw = r*w”(r) + rw'(r) — k*w =0



d d d
rg'(r) + g(r) =0 < r Yo =Y
dr g r
/ do
w:g:7:> wo—Co—l—dQlH(T)
k # 0: Eulersche Dgl.: r?w’(r) + rw'(r) — k*w =0

Substitution = €' oder Ansatz w(r) = r7
_k‘2./’°'7_|_7a,/y,,r.’)/—]._'_,r,2.,y.(7_1).Tfy_2:0

= 1 (- + v+ —7) =0 < y=+tk

und damit wi(r) = cxr™F 4+ dprk
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Jede Funktion wg - vi. 10st die DGL.

Da die Dgl linear ist, ist Jede Linear Kombination auch eine Losung

u(r,¢) = cog + doIn(r) + Z (cer™® + dpr®)(ay cos(k¢) + by sin(ke))
k=1

Ohne Diskussion der Konvergenz, schreiben wir

u(r, @) = co+ doln(r) + > (cpr™ + dpr®)(ap cos(kg) + bisin(ke))
k=1

Je nach Gebiet miissen nicht beschrankte Summanden ausgeschlossen werden.

Siehe unten.
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Beispiel:
Au = 0, fiir 22 + y* > 16, u(z,y) = 1+ zy — 2y, auf 22 + y? = 16.

Allgemeine Losung:
u(r,¢) = co + doIn(r) + Z (cur™® + dpr®)(ay cos(kd) + by sin(ke))

Vorgehensweise auf dem AuBenraum z° + y° > R? :

Da die Losungen beschrankt bleiben sollen : d, =0, Vk.

Von unserem Ansatz bleibt:

r~ " (ag cos(ko) + by sin(ko))

Mg

(r,¢) = - +

_ %
2
k=1

Zu erfiillen ist noch die Randbedingung

u(R, ») = ur(¢) = vorgegebene Randfunktion umgerechnet in Polarkoordina-
ten
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Es muss also gelten

u(R,¢) =3 + ZR (ak cos(kg) + by sin(ke)) = ur(¢)

Entwickle ur in eine Fourier-Reihe

un(6) = 22+ 3 Aycos(hg) + Bisin(ko)

k=1
27
Al = %/0 ur(¢p) cos(ko) do
2T
B = L / s (6) sin(ke) do
T Jo

Koeffizientenvergleich:

R_k&k = Ak < ap = Rk . Ak, und analog bk = Rk - By

27



und wir erhalten die Losungsformel fiir den AuBenraum

00 k
u(r, ¢) = % 4+ Z (5) (Ag cos(kop) + Bysin(ko))
k=1

r

Konkrete Berechnung von Fourier Koeffizienten: nichste HU.
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Zuriick zum Beispiel:

Zu erflllen ist die RB:

u(z,y) =1+ 2y — 2vy*, auf 22 + y* = 16

Randfunktion umrechnen in polar:

Mit z = rcos(¢), y = rsin(¢), r* = 2 + y* gilt

1 +2y —2y° =
u(4,¢) =1+ 4cos(¢) - 4sin(¢) — 2(4sin(¢))?

Nutze sin(2¢) = 2 cos(¢) - sin(¢), cos(2¢) = 1 — 2sin?(9)

Also
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u(4,¢) = 1+ 8- 2cos(¢) sin(¢) — 16 - 2sin(¢)’
=1+ 8sin(2¢) — 16(1 — cos(2¢))
= —15 + 8sin(2¢) + 16 cos(2¢) =: up(¢)

Losungsformel mit R = 4

u(r, @) = A? 4 Z ( ) (Ag cos(k¢p) + Bgsin(ko))

k=1

Fir r = 4 also auf dem Rand:

A
2

u(4, + Z ( ) (Ag cos(k¢) + Bysin(ke)) = ur(®)

k=1

Im allgemeinen Fall muss man an dieser Stelle die Fourier Koeffizienten iiber
Integrale berechnen.
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Die Randbedingung verlangt hier:

u(4,¢) = ur(¢p) = —15 4+ 8sin(2¢) + 16 cos(2¢)
= % + (Ag cos(k¢) + By sin(ko))
k=1

Koeffizientenvergleich liefert die Fourierkoeffizienten von ug(¢)

Ag
2
AQI BQZ
Ag = By, =

Damit erhalten wir die Losung

U(T, ¢) —
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Falls Losung in kartesischen Koordinaten gewiinscht sein sollte:
Nutze umgekehrt cos(¢) = %, sin(¢) = 2.

Rechne um:

u(r,¢) = —15 + <é) (16 cos(2¢) + 8sin(2¢))

r

cos(2¢) = cos?(¢) — sin*(¢)

und

sin(2¢) = 2cos(¢) - sin(¢) =

32



u(r, ) = —15 + (4

r

) (16 cos(2¢) + 8sin(2¢))
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Zusammenfassung

Allgemeiner Ansatz bei AuBen—/Innenraum eines Kreises, bei Ringen, bei Kreis-/
Ringsegmenten

u(r,¢) = co + doln(r) + (ckr_k + dkrk)(ak cos(k@) + by sin(ko))

)¢

&
I
—_

Um beschrankte Losungen zu erhalten setzt man

e im Innenraum mit RWE u(R, ¢) = ug(o)
cr = 0,Vk € N und dy = 0 und erhalt:

]2

’LL(T, ¢) — =+

% (%)k (Ag cos(ko) + Bgsin(ko))

k=1
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e im AuBenraum mit Randwerten u(R, ¢) = ug(9)

dk = 0 und:

Ay X /R\" .
u(r, ¢) = - t Z (7) (Ag cos(k®) + By sin(k¢))
k=1
e im Ring mit RWE u(R1,¢) = ui(¢), u(Re, )= uz(¢)
volle Ansatzfunktion.

Koeffizienten iiber die zwei Randbedingungen bestimmen!

e im (Ring-)Sektor: Wenn auf mehr als einem Randstiick Randdaten # 0
kann man in mehrere Probleme zerlegen. Ansatzfunktionen miissen evtl.
angepasst werden.
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