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Horsaaliibung zu Blatt 4 Differentialgleichungen Il
Differentialgleichungen zweiter Ordnung: Einfiihrung,
Koordinatenwechsel, Typen,
Harmonische Funktionen

Die ins Netz gestellten Dateien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen
zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler,

die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Hier nur zwei Variablen. Allgemeiner Fall: Vorlesung.

a(x, ) uze + 20(z, t)uge + c(x, t)uy = h(x,t,u, ug, uy)

Typen:

D(z,t) = a(z,t)c(z,t) — (b(x,1))? <0
D(z,t) = a(z,t)e(z,t) — (b(z,1))* = 0
D(z,t) = a(z,t)c(z,t) — (b(x,t))* >0

Unterschiedliche Verfahren sind geeignet,

: hyperbolisch,
: parabolisch,
. elliptisch.

unterschiedliche Vorgabe von

Anfangs- bzw. Randdaten fiir verniinftige * Aufgabenstellung erforderlich.

*) Verniinftig heiBt sachgemaB/korrekt gestellt/ wohlgestellt: Es gibt eindeutige,
stetig von den vorgegebenen Daten abhangige Losung.



Beispiele: Vgl. HA1
Bestimmen Sie die Typen folgender Differentialgleichungen:

a) Ugpy + 06Uy +9Uyy + Yyuy —xuy =0

b) (227 — 1) ugy — 4xy Uy + (2y* — 1) uyy, + xuy = cos(z)



Lineare PDE zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
(der Ableitungen zweiter Ordnung)

A11Uzz + 212Uzt + a0ty + bi(x, t)uy + ba(x, t)ur + c(x, t)u = h(x,t)

Diagonalform: Keine gemischten Ableitungen zweiter Ordnung.

Normalform: Keine gemischte Ableitungen zweiter Ordnung und
Koeffizienten der zweiten Ableitungen € {—1,0,1}.

Integrierbare Form: Nur gemischten Ableitungen zweiter Ordnung.

hyperbolisch: Uge — Ut = G(T, T, U, Uy, Ug)
oder Uz = G(x,t, U, Uy, Uy)
parabolisch: Uge = G(x, T, U, Uy, Uyp)

( )

elliptisch: Upr + U = G, t, U, Uy, Ut



Ziel: Herstellung der Diagonalform/Normalform /integrierbare Form durch
Einfiihrung neuer Variablen

o = al(w, 1), g = p(z, b),
sowie der neuen Funktion: v(a(x,t), u(x,t)) = u(x, t)

Regularitatsbedingung: o, u; — oy, # 0.

Differentialausdriicke werden mittels Kettenregel umgerechnet:

<
S
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(vl 1), pl,1))), =

U = Vg * O Uy~ bt

= Vaa (Oéx)Q + 2’Uoz,u, * Ol Uy + U,uu ’ (,U:E)Q + (’Uozaxx + ’Uu,ugsaz) 3
Ugpt = Vaa * OzxQt + Vap - (eQg + pa0) + Uy - fhefbe + (VaQat + Vpfiat)

Ut = Vaa - (%)2 + 20qy - Qepiy + Uy (Mt)Q + (vozatt + ’Uu,utt) -



Einsetzen liefert neue DGL

Avga +2Bvy, + Cuyy, = B(Oz, Uy Vs Vey, Uy,

Frage: Wie sollte man a, i wahlen?

e Fiir Normalformen: Siehe Vorlesung. Hier nur eine Kurze Skizze des Verfah-
rens ohne Beispiel.

e Unten ein Beispiel fiir die integrierbare Form.



Beispiel zur Prasenzaufgabe 1: Transformation auf integrierbare Form

Bei Ut + (a + b)use + abug, = 0.
Substituiere a = x — bt, p = x — at.

Beispiel:
Upr + Qugy + 1du,, = 0 firz e R, t € RT

u(x,0) = up(z), firxeR z.B.: up(z) = = + sin(x),
us(x,0) = vo(x), firxeR z.B.: vo(x) = =7 — 2 cos(x).

a=x—T7t,u =x—2¢

u(x,t) = v(a(zx,t), u(x,t))

Formeln von Seite 5b:



uy = (v(a(z,t), pu(z,t))), =

Ut = Vo * O T Uy - Ut

Upxr — Voo (05:13)2 + 2’Uozu Ol g + U,uu ’ (,U‘QZ)Q + (’Uonéxx + ’U,u,ua:x) ’
Uzt = Vao * OOt + Vap - (HeQz + o) + Uy - et + (VaQgt + Vpfizt)

Utt = Vaa - (%)2 + 20y, - Qi fhy + Uy (,Ut)Q + (Va0 + ’Uu,utt) -

Einsetzen in DGL 14w, + 9u,; +uye = O

Neue DGL: v,, = 0.



Alternativ: Bei linearen Transformationen und DGL

A11Uzz + 2a12Ugt + 22Uy + bi(x, t)uy + ba(x, t)ur + c(xz, t)u = h(z,t)

1. o 0
Hauptteil: (allaxax + 2a19 (%at + a9 {%E) U

Matrixschreibweise:

(VIAV)u

Analog die ersten Ableitungen umschreiben liefert:

ai2 a2

(VTAV)u+ (b V)u+cu=h, A= ( )

Hier DGL: 14u,, + YUy + uye = 0O



14

9
@(VTAV)u:VT(g %)V-u:O

Transformation:

Oben berechnet:

2

a=x—7Tt,u = x—21

Uy = 1-v+1-v,,

/U/t:_7"Uoé_2"U/JJ



Fir unser Beispiel gilt:

Taa_ (1 =T\ (14 2 1 1\ (0 =2
as=(u o) (4 1) (5 5)=(5%

Unsere neue DGL:

0 -B\ (5
VZZMSTASVO&MU = (3 6%) ( O ()2) (88 > = 2504, =0

Voy =0 —

Vo = —

via,pu) = ®(a)+¥(u) = u(z,t) =

Bestimme ® und ¥ mit Hilfe der Anfangsbedingungen:
u(x,0) = ug(x)

us(x,0) = vo(x)



In unserem Beipiel mit

u(x,t) = ®(x — 7t) + V(x — 2t)

und

uog(x) = x + sin(x), vo(x) = =7 — 2 cos(x)
Ergeben sich die Bedingungen:

u(x,0) = ®(x) + ¥(z) = x + sin(x)

und

v(x,0) =
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Transformation auf Normalform: Siehe Vorlesung. Hier nur eine grobe Skizze!

Fiir lineare PDE zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

A11Uzz + 212Uzt + a0y + bi(x, t)uy + bo(x, t)ur + c(x, t)u = h(x,t)

Matrixschreibweise: (VITAV)u + (b"V)u + cu = h, A — (all a12>

a1z a22
A ist reell und symmetrisch:

1] (2]

Bestimme EWe A1, A> und zugehérige, orthonormierte Eigenvektoren vl vl2],

Setze § = (vl v1?). Neue Koordinaten: (77) — sT (aj)

T t

Der Koordinatenwechsel fiihrt zur Diagonalform:
)\1’07777 + >\2UTT =+ P1Uqy + p2Us + dv =H

Hyperbolisch: Ay - Ay < 0, Elliptisch: Ay - Ay > 0, Parabolisch: A1 - Ao = 0.

13



Im hyperbolischen und elliptischen Fall fiihrt die Skalierung :
& =n/vA, t = 7/v/ A2 auf die Normalformen

Uss £ Upp + p1Us + paty; +du = H

Im parabolischen Fall ist ein Eigenwert, z.B. A5, gleich Null. Eine der zweiten
Ableitungen z.B. u.,, fehlt. Man teilt die Diagonalform durch ;.

Beispiele fiir Diagonalformen:

Hyperbolisch: Wellengleichung wi — c?ugy = 0,
Elliptisch: Potential-/Laplace Gleichung Au = ugzy + uyy = O,

Parabolisch: Warmeleitungsgleichung u; — cuy,, = 0.
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Laplace Gleichung, harmonische Funktionen

Fiir den Rest der HU: Sei Q ¢ R” ein beschrinktes, zusammenhingen-
des, offenes Gebiet mit dem Rand 0f).

Definition: Eine Funktion v € C?*(Q) N C(Q U N) heiBt harmonisch in Q,

wenn
Au(r) = Y tuga(x) =0 VzeQ
k=1
Im R? : Au = Upyp +uyy, =0 V(x,y) € Q

Im R3 : AU = Ugy + Uyy + U, = 0 V(z,y,2) € Q
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Beispiel 1: (vgl. PA2a)

Fiir welche k € R bzw. g : R — R ist u in ganz R? harmonisch?

a) u(z,y) = (z+k-y)* ke R
u, = 2(x+k-y), uy, = 2(x+k-y)-k
Upr = 2, Uy = 2k2, Au = 2+ 2k?
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Ugxr — 9e 57 g(y)7 Uyy = €

Au(z,y) = Uze(T,y) + Uyy (T, y)
= 9e7"-g(y) + e g"(y)

= ¢ (g"(y) + 99(y)) = O
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Eigenschaften harmonischer Funktionen
Mittelwerteigenschaft:

Sei u harmonisch in der Kreisscheibe B,(xg, 1) mit Radius a um (zq,yg) und
stetig auf den Rand des Kreises 0B, (xq, yo) fortsetzbar. Dann gilt

1
= — d
U(woa yo) Ordl 5B, (v0.00) U(Cl% y) )

Maximumprinzip:

Eine in €2 harmonische Funktion nimmt thr Maximum und Minimum auf dem
Rand von €2 an.

Aus dem Maximumprinzip folgt fiir die zugehorigen Randwertaufgaben die

Eindeutigkeit der Losung von: Au =0 in 2, u = g auf 912.
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Poissonsche Integralformel: Fiir die Losung von

Ugy + Uyy = 0 (x — 20)? + (y —yo)? < R?

Ugy + Uyy = g(:c, y) (:C - xO)Q T (y — y0)2

u(xay) —

R® — (z — 5130)2 — (y — y0)2 /
I

— R2

9(=)

—(0)=k 12 = ()1

dz
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Fundamentallésungen: € R"
n=2: O(x) = —%111(”%”2)

n>2: 0= ool

an(n—2)n

wobei a,, = Volumen der Einheitskugel im R"

O(x,y) = L In(v/ 2% + y?),

2T

n=2:

1
043(3—2) -3

_ 1 _
(lell37%) = (Va2 +y? +22)|

O(x,y,2) =

Nach Vorlesung Seite 61-63 l3sst sich jede rotationssymmetrische harmonische
Funktion auf R™ \ {0} mit Hilfe der Fundamentallésung ®(x) in Form von

u(x) = ad(x) + b, a, beR

darstellen.
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Beispiel 2: (vgl. P2b, H2)

Gesucht ist der Wert u(1,2)1" der C? Funktion mit
Ugg + Uyy = 0 fiir (z—1)"+ (y—2)* <09,
mit
A) u(x,y) = 2025 fir (x—1)°+(y—2)*=0.
Variante 1) Die Losung ist eindeutig.
u(x,y) = 2025 Iost die Potentialgleichung in der ganzen Kreisscheibe,

Also u(1,2) =

Variante 2) u(x,y) ist konstant auf dem Rand von €.

Maximum und Minimum von u in €2 werden auf dem Rand angenommen.

Also u(1,2) =
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B) u(z,y) = z° — y* + 2025 fir (r—172%+(y—2)*=09.

Hinweis: cos(2t) = cos?(t) — sin(t).

Variante 1):

K sei die Kreisscheibe mit Radius r = 3 um (1,2)% (Vorlesung B3(1,2) )
und c(t) = (1 4+ 3cos(t), 2+ 3sin(t))?, ¢t € [0, 27] (Vorlesung 0Bs5(1,2) )
eine Parametrisierung von 0K.

Dann gilt nach der Mittelwerteigenschaft

1 1

1,2) = — d =

/O " ue(t)) - &) de
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1
1.2) = ——
u(,) 27T

1
d _
B u(z,y)d(x,y) T3

S

/ (2% — y? 4+ 2025) d(x, y)
0K

27T

u(c(?)) - [le(t)]] dt

|
T
N

2

3

1

6 ((1 4 3cos(t))? — (2 + 3sin(t))* + 2025) - 3dt

3
>~

27T

1
= (1 + 6cos(t) +9cos?(t) — 4 — 12sin(t) — 9sin?(¢) + 2025) dt

S
>~

1 27
=5 (9 cos(2t) — 3 4 2025) dt
27 Jo

= 2022
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Variante 2): Poissonsche Integralformel

u(x :RQ—(x—l)Q_(y_Q)Q 9(2) z
(2,9) 2R /z(;)R |z — @)HQd

A o VN o Y 2 2 202
u(1,2):3 0"~ 0 / “1 Z2_|1 O25dz
213 J—@i=s 2= ()l
9 [*™ ((1+43cos(t))? — (2 + 3sin(t))? 4+ 2025) .
= - el dt
0
3 27
= (1 + 6cos(t) +9cos?(t) — 4 — 12sin(t) — 9sin?(¢) + 2025) dt
T Jo

= 2022.
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Variante 3)

Da die Losung unseres Problems eindeutig ist, haben wir wegen
(2% — y? + 2025) 4, + (2% — y* +2025),, =2 —2 =0,
die Losung bereits vorliegen und es gilt:

w(1,2) = 12 — 22 4+ 2025 = 2022.

Ve,y € R
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Rotationssymmetrische Losungen
Nach Vorlesung lasst sich jede rotationssymmetrische harmonische Funktion auf
R™\ {0} mit Hilfe der Fundamentallosung ®(x) in Form von

u(x) = a®(x) + b, a, beR

darstellen.
Nutze dies falls Daten und Gebiet 2 mit 0 ¢ €) rotationssymmetrisch sind!
Beispiel 3: (vgl. PA3)

Bestimmen Sie eine Lésung der folgenden Randwertaufgabe:

A(w) =0 fiire* < z® +y? < ",

v(z,y) =1 auf 2%+ y? = e?,

Y
v(z,y) =0 auf 2% 4 y* = .
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Ansatz: v(x,y) = u(r,¢) = w(r), r=/x?+ y?

Mit der Fundamentallosung

O(x,y) = —% In(v/z2 + y?)

erhalten wir fiir die PDE die Lésungen

v(z,y) = a®(x,y) + b.

Also

Die Randwerte liefern
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ule!, ) =1 = —iln(el) +b=1
2T

— —i+b:1:> b:1+ﬂ.

2T 2T
u(e®, ) =0 = —iln(63)+1+i:02
2T 2T
— a = T, b=14 —
2T
T 3
= — —1 —,
u(r,6) = — o= In(r) + 5

3—In (\/x2—+y2>

U(CB,y) — 9
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