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Horsaaliibung 2 Differentialgleichungen I
Quasilineare Differentialgleichungen erster Ordnung
Charakteristikenmethode

Die ins Netz gestellten Kopien der Unterlagen sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung
gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder
Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Die Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!
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Beispiel Erhaltungsgleichung: u; + (g(u,v)), = 0 gum Etpunlt E

Einfachster (nicht konstanter Fall): Transportgleichung

Dichteprofil bewegt sich mit der Zeit, ohne sich zu verandern

q(x,t) =c-u(z,t) — u(z,t) + c-uz(x,t) =0 kurz u; + cuy, = 0.
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Abbildung 1: Anfangsfunktion u(z,0) und Losung u(z,t)
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|dee: Zum Beispiel bei vorgegebenen Werten u(x,0) = ug(x)

e Finde in (z,t)—Ebene Kurven (x(t),t) entlang derer u konstant ist
t

J(x.l) U (%,1) _o)c;_r.ud,l'

/-

o X
L w(xo,0); bekannt

e Finde Schnitt von Kurve (z(t),t) mit Anfangskurve (hier (¢ = 0)

e |Lese Funktionswert ab.

1. Schritt: Auf den Kurven (Charakteristiken) soll u(x(t),t) = K gelten, also
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2. Schritt: Zum Beispiel fiir die Transportgleichung u; 4+ cu, = 0
mit u(z,0) = ug(z) = f(x)
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r(t) = <t 15 :
r(0) = c. O k=K
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A: Anfangswertaufgabe fiir Lineare homogene leferentlalglelchung
(Koeffizienten nicht von u abhingig)

B(x,t)us(z,t) + a(z,t)uz(z,t) =0 xeR,tecRT, (%)
u(x,0) = g(x) xeR.
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Schritt 1: Bestimme Kurven s — (2(s),¢(s))” mit

dt dx
% — 6($7t) T CL(CIL‘,t)

Dann gilt langs dieser Kurven (Charakteristiken)

d dx dt

%u(x(s),t(s)) = Uz + Ut o = ﬁut —|—iua:-
d
Also fiir jede Losung u der DGL d—u( x(s),t(s)) = 0.
S

Jede Losung der DGL (*) ist (im homogenen Fall) konstant entlang
dieser Charakteristiken



Alternativ: Einfacher und schneller geht die konkrete Losung im Fall 5(x,t) # 0
mit ¢ als Parameter:

dt dax
Wir h e g
ir hatten o B(x,t) . a(x,t)
Die Charakteristiken sind Kurven ¢t — (xff)) mit

> L3 s 0/’.'55‘- CDJQ

) dx a/(aj,t) — x (¢) mit Tn#ijr“m
ZU(t) — E — 6(33 t) ) l(ons—pan Fes -
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Schritt 2: Bestimme Schnitt der Charakteristik durch {z,t) mit Kurve der
Anfangswerte. besast acf welher U4TS

X)L #
Schritt 3: Lese Wert fiir u(x,t) ab/Bestimme Formel fiir u(x,t). G) ey



Beispiel 1)

B o

2uy — du, = 0, u(x,0) = sin(3)

dt dz P

- — e d _— = :_____ "'\.\.\_ \ N
s 2 ds e o
— 2(t) = —2¢ 4 k )
Lésung konstant auf den Geraden (‘”gf)) mit ot =— 2k 4k

Schnittpunkt der Geraden mit der x— Achse
(Anfangswerte) :|x(0) = k

Auf der Charakteristik: u(x(t),t) =u(x(0),0) = sin(%w

Wie hiangt £ = 2(0) von = und ¢ ab?

k= x<+2¢

¥ > x+2¢ >
Losung : u(z,t) = W(x(9,9) = (x?) =(tha (k) =5 (_2> = s —
X o



ACHTUNG : Die Anfangswerte konnen nicht beliebig vorgegeben werden.
Obige DGL mit
u(—2a,a) = g(a)

—> keine oder unendlich viele Losungen

Obige DGL mit

u(z,t) = fir \/(t—1)2+22=1 = keine Lésung.
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eisple —
i u(z,0) = g(x) reR

Dann gilt fiir die Charakteristiken

dt dr
ds 7 ds z+d
dv _ | (b)) = x (B4
oder prikE 1 N X
’ dx - A Jt
X 41
Also fiir x # —1:

d
x+1

L(ajc L 4: £
Z:’X(J [x+4] = ¢ - e .e _ 2e]° celR
A
—> x+4+4=1C (;t = C&ﬁ cc IR \gﬂj |
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Charalbers ik C(?) ) (

Die Dgl. u; + (z 4+ 1)u, = 0 lautet fiir x = —1:

uy =0 = u(—1,t) = u(—1,0) = g(—1).
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Charakteristiken zum Beispiel 2
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Auf den Kurven ist die Losung konstant und hangt nur von c ab.
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5(4)9(-# Vr)f’lé 0/(;/ /dh/[anj.S/ urie (X, \_:,)

Wir hatten z(t) = ce? — 1 |also:

Cc = ()H/‘)efjc

Fiir t = 0 gilt zo:=2(0)=c—1

—

Das zu (z,t) gehodrige xq ist also | xg = (){.{./1 ) e IC_ A

Auf jeder Charakteristik gilt dann wieder

u(@, 1) = u(@0,0) = g(20) = g (x1)e “_ 1)

/

orgegetens aforys b
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[)im awch Jen inhom o genen Foll [Sstn 2o leSnnc,
Beispiel 3): Eine Dimension mehr!

20Uy + YUy + tuy = 0, r,y € R, t € RT /

Zum Beispiel versehen mit Anfangsbedingung u(z,y,2) = sin(x)e™Y.

Suche Kurven (z(s), y(s),t(s)) mit u(z(s),y(s),t(s)) konstant!

- £ ) i
Dann gilt 7 / y
d — | WA O& u J._t + u, . :1--!: -"_‘J. Q
dsu(:c(s),y(s),t(s)) =|Yx gt Yy ot e I
Charakteristisches Differentialgleichungsystem:
o hle
j{i - 72X »
o< Pann s
O/(/ :.'Lu(ﬂf);:;(s),é(s)):U\X.2><+u7-7—+U‘L-£=O
\ s ————
_J_; o / \q;\_, ‘jbéc.
Jt | e
j—; ) /1\[50 L L(ov;s J—q..nl ou’[ C(W Larv s

= C5)
< \:SCS) >
L (s)
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E{qléoclﬂ.f Ze /0)/0[4 Fschen re Clhnen

Oder mit ¢ als Parameter fiir ¢ # 0 fir 2zu, + yuy, + tuy =0
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Jetzt allgemein: Quasilineare Differentialgleichung 1.0rdnung :
(Koeffizienten diirfen von w abhdngen! Kann inhemogen sein)
Zum Beispiel:

1 ug(zx,t) + alx,t,u) ug(z,t) = WA @

Hilfsproblem : Suche Funktion U(xz,t,u), die die PDE A= Cxt

1-Us + a(x,t,u) - U, + b(x,t,u)-U, =0

-_

par K staff Y a0 u slett
|ost. Wie oben stellen wir auf:

Das charakteristische Differentialgleichungsystem mit s als Parameter

dt dx du
% = 1] E = CL(CE,t,’U/), % = b(l’,t,’U;)
oder (mit ¢ als Parameter)
dx du
_ t —_— b .
o a(zx,t,u), o (z,t,u)

)

(1)
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Dann gilt fiir jede Losung U der DGL (1) langs dieser Kurven (Charakteristiken)

d dx dt du
%U(a?(s),t(s),u(s)) — Ux-% + Ut-£ + Uu-%

=U;+aU, +0U,=0
/{(SO TA (,éonsfar;—y{- gnf(cmq\j e Cﬂ,armﬁc{ch&/iltc:q

Integration des Systems (2) = Zwei Integrationskonstanten C, C5

Charakteristiken werden durch 2 Parameter festgelegt

Uz, t,u) = ®(Cy,Cs) = K konstant auf Charakteristiken

Un C \j/m‘(éuwjf Zhu faal’orntf"” . LSse au_{ }’1964 <,

~

=0 K = ¢(C1,0) = ¢(Cy(x,t,u), Cy(x,t,u)) =0

Eine Gleichung fiir zwei Unbekannte: Lose wenn moglich auf Cy = f(C)
Lose wenn moglich nach u auf!
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Exkurs: Nachweis Zusammenhang DGL (1) und urspriingliches Problem
Auf jeder Charakteristik: U(x,t,u) — K = 0.

Falls U, # 0, dann kann nach dem Satz iiber implizite Funktionen nach u
aufgelost werden: u = u(x,t) mit

pech Sctr - _ "
e (2) - () (O
' Ut Ut W O _.U\\},

Funﬁ.goh"ﬂ
Also Ux = —Ug - Uu Ut = —Ut - Uu

bt D Uit als +bUy = 0 <= T — vy T + DU = O
< —Ut _aux‘|_b: 0 ur;s/ﬂ!’c?nj/icl‘i

(j'> U£+QUK:|Q 4//2 :DQQ@

u lost also urspriingliche Differentialgleichung.
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Beispiel 1: Eine lineare inhomogene Anfangswertaufgabe

1
1+ 22
Schritt 1: Charakteristisches Differentialgleichungsystem aufstellen:

Uy — 2uy = t, u(z,0) =

dr __ du __
E_""l dt_JE

Schritt 2: Losen, Integrationskonstanten mit Hilfe der Variablen ausdriicken
_ _ 4
— z(t) = - 2t+ C u(t) = £ 4D

C: ;(—ﬁ-lk:’ D:U‘iz

2

Schritt 3: Wenn moglich D = f(C') nach u auflésen

n-t - )((X+-’-f) —>s | U= = 4 ((M-&”)

P

Lssh fir eI
2 Ji 24l
U=t 4 1(f(x,czié).Z.
ux = f/cx+z€)

17
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Schritt 4: f und damit u mit Hilfe der Anfangswerte bestimmen.

2 2 )
nw o (x&) = {E.- + ((x.[,Zé) RN w(x;o) = % + {()(Jr?-O) —-p(x)
— B
.32 fmnjslocc/"”j Y] W (X ) = Nix?
— (x) = A

1[ N+EX*

l

U\(){;J.’) = £2+ /[

A4 (x+248)°
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Beispiel 2)

Uz + YUy = u?, u(z,1) =1 reR, yeRT
Hilfsproblem: U, + 3121‘7 L utlh, o

Schritt 1: Charakteristisches Differentialgleichungsystem aufstellen:

dy _ 2 du _ . o

dx_7 ’ dx

Schritt 2: Losen, Integrationskonstanten mit Hilfe der Variablen ausdriicken

d 1 1
/—gI/Adaﬁ,z——IZC—C&: Ci=—-+=x
y Y Yy

vollig analog erhdlt man | (s = — + x




Schritt 3: Wenn moglich Cy; = f(C7) nach u auflésen

1 1
Losungen erfiillen :  &(C,Co) =®(— + x, — + ) =0
u

y.__a-—‘-w—"_c"-\.___(—'-'_'

1 C,
Im Falle der Auflésbarkeit gilt: Cy = f(C)
/

! e lweder  schor hicr wlx ) = 4 Lud 2o
- tae= (—)'-{' + %) Entrec "
: A .
= — + X
m” /e wnach K ) (4 )
OC{QV C"51( U 51[6

- =5 /1+><=]((/|"'X)

__.-—((—-+>< - — \(:Ioguggglrfmlso {(/J\):/)\

lq{ c (R
“ o A /
(4 -
|
A(x, ) = 2 =/

> (1 a0 2

7(( A 4% )y =Ax %
.y [-zduhited

(500 -x  GeeX 2°



Schritt 4: f und damit v mit Hilfe der Anfangswerte bestimmen.

Anfangswerte u(z,1) =1
1

u(z,y) f(l . x) -

Y

=1
=

S, O ben

21



Beispiel 3: (nur bei geniigend Zeit)

Bestimmen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe
Ut + 2xu,; = tu, reR, teRT,

u(x,0) = sin(x).

LOosung:

Fiir die Charakteristiken gilt

A 2tsc, 2¢

dx dx _ fzcﬂ —) !yn(wszlf-r c, —sixX=-g i :—él,'e.
— =2r = x =
dt
z(t) = cre?, c1 = ze” .
Auf diesen Charakteristiken gilt )2~ 5

_&? e, —_ —’ru_.e.,;'-fcz. QC%/&
Cji_?:tu — %’*‘” — I (W)= 3t =T = 2

2
u(x(t),t) = CoeT =

22
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Also|co = ue™ 2

Mit einem geeigneten ® gilt dann: ®(c1,c0) =0 =

Falls auflosbar nach ¢5 : co = f(c1) :

+f/az 2t
Co = Mc," H’/l - _F(Xe-z£> s w (xpg)= ¢ )(’(xe, )

. ' .
Andererseits u(x,0) = sin(x), also

- - ! . - —é Sin
U(%,O) — ¢ C ((Kﬁ. N )5 4(»4) = 7o (%) > £
Damit erhalten wir die Losung

2
u(x,t) = sin(ze ) - €7 .

VA
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Beispiel 4) (ARWA)

Ermitteln Sie die Losung u(x,t) der folgenden Anfangsrandwertaufgabe

Mé_f)qu,,‘ = WU

uy + 2uy +u = 0, x,t > 0

u(x,0) = 0 (x > 0)
u(0,t) =t (t > 0)

mittels der Charakteristikenmethode.
IDEE: Bestimme jeweils eine Losung zur Anfangsbedingung u(x,0) = 0, und

eine zur Randbedingung (0, ¢) = t% und setze diese Ldsungen glatt zusammen.

Mit der Charakteristikenmethode erhalt man: Ccll—i = 2, % — —q
x(t) = 2t + C4 u(x(t),t) = Coe™!
— (] =x — 21, C’z:uet CZ:][(CA) Mé%: "[(x_l&)

P (x — 2t,uet) = 0 liefert bei Auflésbarkeit

u=-e tf(x—2t).

A//\)L‘.ML;"‘”L Z,-;.S"‘/W?j
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Aus den Randwerten u(0,t) = t* erhilt man

|
w(ot) < CE!: F(X—-Zé) = L*
[ g2
t2=e1f(0—2t) —> f(.zt) AR
/d.
f(p) = S p pos g dr ekt
oder mit 4 = —2t bzw. t = _%

[(-2¢) = ¢
)= (—4) et

2 2
A apex 2 %2 Ue erdfallt ?DjC
_C__ ( 2. ) € : £ ‘ Mho] MColé),__--L



Setzt man dagegen in die allgemeine Lésung u(x,t) = e ' f(x — 2t)

Die Anfangsdaten u(x,0) = 0 ein, so erhalt man:

U (X 0)= e’ f(x_z.a)=)6(><) —0 = {=°
P uﬁEO

wa erfellt Dt und n(xe) =9

hicht — w(e,t) =t” WOISET.

Die Losungen konnen entlang Kurven glatt zusammen gesetzt werde, auf denen
ﬁf;\gilt. Dies ist auf der Geraden x = 2t der Fall. Man erhalt also als Losung

u =
% R
des urspriinglichen Problems by =0 = 3 <ze wx) g

)

(_ on — 2\ Y
u(:c,t)=<€ 2 v

0 r > 2t

\

MZ.OJC{/,_-_ZZ 4

a&t‘.l"

2

NS

Wobei noch zu priifen ware, ob die Losung entlang der Geraden x = 2t stetig
(partiell-) differenzierbar ist. prife Lo ), Z i (a),

x> 2t X2t
Lim (u
(),

x-—=2¢

und  Lm (uﬂ)lc =

X—> 2¢
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