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Klausurberatung Differentialgleichungen |l fiir Studierende
der Ingenieurwissenschaften

Die ins Netz gestellten Unterlagen sollen nur die Vorbereitung auf die Klausur
erleichtern. Die Aufzahlung wichtiger Themen bedeutet NICHT den Ausschluss

anderer Themen fiir die Klausur.

Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Absolut notwendige Techniken

e Einfache gewohnliche DGL 16sen, zum Beispiel

— Separierbare (vgl. z. B. Charakteristiken Methode)
— Lineare mit konstanten Koeffizienten (vgl. z. B. Warmeleitungsgleichung)

y(t) + ay(t) = h(t)

Allgemeine Lésung der homogenen Dgl: yp(t) =ve ', v e R

Partikulare Losung der inhomogenen Dgl:
_ot Dl .
yp(t) = (H)e= " == 4(t) — 1(t) — yp(?)

y(t) = yn(t) + yp(t) = ve™*" + yp(¢)
v uber Anfangswert bestimmen!



Ganz einfache Integrale, partielle Integration

Zum Beispiel fiir d'Alembert, Fourierkoeffizienten, Charakteristiken
Fourier-Koeffizienten berechnen (Blatter 6)
polar < — — — > kartesisch (Blatt 4P, 4H)

Determinante/Eigenwerte von 2x2 Matrizen (Blatt 4P)



§é Nicht geeignet als Klausuraufgabe

Blatt 1:

XXX Regelmalig in Klausuren, mit vielen Punkten

XX Oft in Klausuren, mittlere Punktzahl

X Gelegentlich als kleine Aufgabe in Klausuren

P1: Ansatz fiir Losung der Warmeleitungsgleichung gegeben. Parameter durch

einsetzen in Differentialgleichung bestimmen. 75 Einfuhrung in das Gebiet der DGL. Konnen
wir inzwischen systematisch.

P2: Ansatz fiir Losung der Telegraphengleichung gegeben. Parameter durch

einsetzen in Differentialgleichung bestimmen. & Einfohrung

H1: Definitionen, Ordnung, semi-, quasi-, linear etc. X

H2: Verkehrsmodel, Kontinuitatsgleichung, Transportgleichung u; — cu, = 0

@



Blatt 2: Charakteristiken-Methode
P1, P2, H1: Charakteristiken-Methode Standard, AWA: XXX

u + a(x, t,u)u, = b(x,t,u)

P3: Erste nichtlineare Dgl , Fragen zu Charakteristiken: Konnen wir inzwischen
Form der Charakteristik/ Wird der Raum ausgefiillt? systematischer

H2: Fragen zu Charakteristiken:
Form/ Lésung konstant auf Charakteristiken? XX

H3: Charakteristiken-Methode auf Viertelebene g



Blatt 3:

P1: Burgers Gleichung: zwei Verdiinnungswellen bzw. zwei StoBwellen  xxx

P2: Erhaltungsgleichung, u; + (%)x = 0, u(x,0) nicht stetig. xxx
Sprungbedingung, Entropielosung.

P3: Kiir. Irreversibilitat nicht glatter Losungen der Burgers Gleichung &

Hla) Kurze Fragen zu: Entropieldsung, schwache Losung, Verdiinnungswelle. x
H1b) Entropieldsung fiir andere Erhaltungsgleichung als Burgers. XXX

H2) Burgers Gleichung: Verdiinnungswelle neben StoBwelle.

e Pflicht: Losung bis zum Treffen der beiden. t* Ver Jinnim g

$
XXX 'y
2\

4

e Kiir: Losung nach aufeinandertreffen der Verdiinnungswelle und StoBwelle.

=z



H3) Verkehrsmodell, nicht konvexe Flussfunktion. gzt



Differentialgleichungen zweiter Ordnung
Blatt 4:

P1) Transformation auf integrierbare Form. Neue Dgl [6sen. x

_—

W_ (V{G{,f&))Kﬁ = 0 =)
V(e&lf.«) = ?(“j+ "1‘/(/“)

P2a) Harmonische Funktionen.
P2b) Mittelwerteigenschaft.  xx

P3) Rotationssymmetrische Losungen der Laplace Gleichung. Fundamen-
tallosungen XX

H1) Typ (parabolisch, elliptisch, hyperbolisch) bestimmen.  x

H2) Mittelwerteigenschaft / Maximumprinzip / Eindeutigkeit der Lésung nutzen
um Werte im einzelnen Punkt zu bestimmen. X



Blatt 5:

P) ARWA: Inhomogene Warmeleitung, inhomogene Randwerte **

e Auf ARWA mit homogenen Randdaten reduzieren/transformieren.

e Homogene DGI, homogene Randwerte: Produktansatz
— geschlossene Losungsdarstellungen
— Koeffizientenvergleich.

e Inhomogene DGI, homogene Randwerte: geschlossene Losungsdarstellungen
— Gewohnliche Differentialgleichungen
— Anfangswertaufgaben fiir gewohnliche Dgl 16sen.

e LGsung der urspriinglichen Differentialgleichung : Superposition




H1) Laplace Gleichung in Kreisscheibe: Produktansatz. /®/
— geschlossene Losungsdarstellung
— Koeffizientenvergleich.

H2) Warmeleitungsgleichung,
Herleitung Losungsansatz fiir Neumann-Randbedingungen
Beispiel mit Koeffizientenvergleich I6sen.

iz
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Blatt 6:

P1) AWA Wellengleichung, inhomogen,
Ansatz fiir Losung der inhomogenen Dgl. gegeben
Homogene Differentialgleichung: d'Alembert XX
Zusammensetzen (Superposition).

P2) ARWA Wellengleichung, homogene Dgl. , homogene Randdaten xxx
— geschlossene Losungsdarstellung
— Koeffizientenvergleich (Ax = 0) und Fourier-Koeffizienten fiir die By.

H1la) AWA Wellengleichung, homogene Dgl. : d’Alembert, Standard xx

H1b) AWA Wellengleichung, homogene Dgl., unstetige Daten: d'Alembert
Losung fiir feste t—Werte skizzieren. /®/

H2) ARWA Wellengleichung, homogene Dgl. , homogene Randdaten xxx
— geschlossene Losungsdarstellung
— Koeffizientenvergleich (Bx = 0) und Fourier-Koeffizienten fiir die ﬂk

H3) ARWA: Inhomogene Wellengleichung, inhomogene Randwerte
okr

| 1



— Auf ARWA mit homogenen Randdaten reduzieren /transformieren.

XXX
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Zusammenstellung einiger
(nicht aller)
geschlossener Formeln

Ohne Gewahr!

Bitte vor der Klausur mit Vorlesung/Formelsammlung abgleichen!
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Zusammenstellung einiger (nicht aller) geschlossener Formeln fiir
Differentialgleichungen erster Ordnung:

Charakteristikenmethode
us(x,t) + a(z,t,u) ug(x,t) = bz, t,u).
Hilfsproblem : U; + a-U, + b-U, = 0

dt dx du
ds ds a(z,t,u), ds (2,8, u)

oder (mit ¢ als Parameter)

dx du
E — CL(ZE,t,’LL), E — b(CU,t,U,) (1)

Losen /Integrieren liefert Ci(x,t,u), Co(x,t,u)

Setze Cy = f(C7). Lése wenn moglich nach w auf

und besimme f mit Hilfe der Anfangsbedingung
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Burgers und ahnliche Gleichungen, Verdiinnungs- und StoBwellen

dx du

E — f,<u>7 E = 0. (2)

Charakteristikensteigung hangt nur von u ab
u ist konstant auf Charakteristik
Charakteristiken sind Geraden.

Oft sind Skizzen hilfreich

Fiir (Riemann Problem)

<
us + (f(u))z = 0, (f streng konvex), u(x,0) = {ul r=
Uy r > X

15



Entropielosung:
e Im Fall u; > wu, : StoBfront (Unstetigkeitskurve) s(t) mit:
Rankine- Hugoniot- Sprungbedingung:

oy = Fw) =) 1)

U — Uy u]

w(t) = {ul xr < s(t),

Uy x> s(t).

e Im Fall u; < u,: Verdiinnungswelle.
Mit g = (f’)~! = inverse Funktion zu f’

(ul r < xzo+ f(u) - t,

u(x,t):<g(x_x0> ro+ fl(uy)  t<x<xzog+ f(u,) -t

t
Uy x> xo+ fl(u) - t.

\
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Zusammenstellung einiger (nicht aller) geschlossener Losungsformeln fiir
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

In der Klausur:
Direkt die in Vorlesung/HU erarbeiteten Losungsformeln verwenden! Nicht erst
mit Produktansatzen arbeiten!

Es folgen Losungsformeln fiir:
Warmeleitungsgleichung Anfangsrandwertaufgabe
Wellengleichung Anfangswertaufgabe
Wellengleichung Anfangsrandwertaufgabe
Laplace-Gleichung: Rotationssymmetrisch

Laplace-Gleichung: Nicht rotationssymmetrisch
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I) Warmeleitungsgleichung, Anfangsrandwertaufgabe (ARWA),
homogene Differentialgleichung, homogene Randwerte

U — ClUgy = 0 c>0,ze(0,L),t>0,
u(z,0) = uo(x) z € [0, L],
u(0,t) = 0 t >0,
u(L,t) = 0 t >0,
u(z,t) = Z ake_cw2k2t sin(kwx) w = %
k=1
> |
u(x,0) = Z ay sin(kwzx) = ug(x) evtl. Koeffizientenvergleich moglich
k=1

L

2 .
ap = 7 /f{ uo(af;) sm(kwx) dx <— falls Koeff'nvergleich nicht moglich

o
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I1) Warmeleitungsgleichung, ARWA, inhomogene Differentialgleichung,
homogene Randwerte:

U — Clgy = h(x,t), re (0,L),t>0,c>0
w(z,0) =wuo(z),  z€(0,L)
u(0,t) =0 u(L,t) =0 t>0

u(x,t) = Z ax(t) sin(kwx) W= %
k=1

Lose Anfangswertaufgaben
ck?m?
12

dk(t) + a,k(t) = Ck(t), ak(()) = bk
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Wobei

oo

Z ck(t) sin(kwx) = h(x,t)

k=1
sonst:

ci(t) = % /0 h(x,t) sin(kwz)dz

00
!

evtl. Koeffizientenvergleich moglich

u(:r;, O) = Z by sin(kwaz) = uo(az) evtl. Koeffizientenvergleich

k=1

sonst:

2

L
b, = — / uo(x) sin(kwzx)dz
L Jo
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I11) Warmeleitungsgleichung, ARWA, inhomogene Randwerte:

Up — CUgze = h(x, 1), re(0,L),t>0
u(x,0) = up(x), x € (0,L)
u(0,t) = f(t) u(L,t) = g(t) t>0

Auf die Losung von ARWA mit homogenen Randwerten reduzieren:

v(z,t) = u(z,t) — () — +(g(t) — (1))

ergibt neue Aufgabe fiir v mit homogenen Randwerten.

Falls neue Dgl. homogen : Fall I).
Falls neue Dgl. inhomogen : Fall Il).
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Wellengleichung:
A) AWA, homogen:

Gt — CPligy = 0, @(x,0) = g(x), tt(x,0) = h(z), x €R, ¢ > 0

x+ct
iz t) = = [z + ct) + glo — ct)] + — / h(a) do

1
2 2c xr—ct

B) AWA, inhomogen:
Ut — gy = f(z,t), u(z,0) = g(x), us(x,0) = h(z), z €R, ¢ >0

u(z,t) =u+au (u wie in A)

1 t x—c(T—t)
u(x,t) = 2_0/0 / f(w, 7)dwdT

+c(T—t)

22



B) ARWA, homogene Differentialgleichung, homogene Randwerte:

Ut — CUyy = 0, re(0,L),t>0,¢c>0
u(2,0) = uo(x),  u(,0) = wo(a) (0,L)
u(0,t) =0 u(L,t) =0 t>0 w::%

Z | A cos (ckwt) + By sin (ckwt)] sin (kwx)
k=1
Eventuell Koeffizientenvergleich

u(x,0) = Z Ay, sin (kwz) = uo(x)
k=1

o0

us(x,0) = Z ckw - By, sin (kwz) = wo(x)
k=1

moglich. Sonst:
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2 [* 9 L
A = Z/() uo(a) sin(kwa) da, By = e wo () sin(kwa) da
bow. Bp = ——b,  mit b 2/L (o) sin(kwa) d
ZW. - — | = — 1n
k= Ok F= T wo (o wa) da,
L
y 2 .
g, . 4 L. 1 [t sk ) da
— ¢ k JIE— ¢ k _.TE- L 2

L

- Jw«w)sh(\ftw"‘)‘;“

=]
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C) Inhomogene Differentialgleichung, homogene Randdaten

Mit w =

k]

zu aufwendig fur dle Klausur

Upp — CPUpy = h(x,1) c>0,z€(0,L),t>0
u(x,0) = up(x) xz € (0,L),

ug(z,0) = vo(x) x € (0,L),

u(0,t) = 0 t >0,

u(L,t) = 0 t >0,

qu sin(kw)
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Lose: q)/(t) + *k?w?qr(t) = ck(t), q,(0) = ax, ¢.(0) = by

o L
Mit: ay, = 7 / uo(x) sin(kwz) dx.
0

9 L
b, = — / vo(x) sin(kwz) dx.
L Jo

ci(t) = %/0 h(x,t)sin(kwzx) dz.

Fourier-Koeffizienten evtl. iiber Koeffizientenvergleich berechnen!
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D) ARWA, inhomogene Randwerte: wi¢ ber &\/afrmc,[u'/anjsj [eichung

Ut — Uy = h(x, 1), re(0,L),t>0
u(x,0) = ug(x), us(z,0) = vo(x) z € (0,L)
u(0,t) = f(t) u(L,t) = g(t) t>0

Auf die Losung von ARWA mit homogenen Randwerten reduzieren:

w(z,t) = u(z,t) — f(t) — +(g9() — (1))

ergibt neue Aufgabe fiir w mit homogenen Randwerten.

Falls neue Dgl. homogene Wellengleichung : Fall B)
Falls neue Dgl. inhomogene Wellengleichung : Fall C)
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Laplace-Gleichung

A) Rotationssymmetrisch

Jede rotationssymmetrische harmonische Funktion auf R™ \ {0} lasst sich mit

Hilfe der Fundamentallésung ®(x) in Form von

u(x) = agp(x) + ¢, a, ceR

darstellen.

Firn=2:  o(e,y) = —k (]| (5)]l2) = — In(y/zZ + 2

firn=3:  o(r,y.2) = &llwv 23" = ot

a und ¢ werden mit Hllfe der Randdaten berechnet.
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B) Nicht rotationssymmetrisch auf Ringen, Innerhalb oder auBBerhalb von

Kreisscheiben

Laplace Operator in Polarkoordinaten: x = rcos(¢), y = rsin(¢).

r#£0

Au = 0 urr+%ur+ T—lzuw:O.

u(r, @) = co + doIn(r) + Z (cur™® + dpr®)(ay cos(kd) + by sin(ke))
k=1

Je nach Gebiet miissen nicht beschrankte Summanden ausgeschlossen werden.
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Vorgehensweise auf dem AuBBenraum:
Au=0 fir (x* 4+ y* =)r? > R? und u(R, ¢) = up(¢):
Da die Losungen beschrankt bleiben sollen : d, =0, Vk.

4 Z r~ % (ag cos(ko) + by sin(k¢))
k=1

Es bleibt: _ 20
S el u 2

Zu erfiillen ist noch die Randbedingung u(R, ¢) = ug(¢).

Man erhalt die Losung

(r,¢) = % + f: ( ) (Ay cos(k) + By sin(k))

k=1

30



mit den Fourierkoeffizienten von wug

27
A= [ uo(é) cos(he) do
0

T

2m
mzil/mmmwww
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Vorgehensweise im Innenraum:
Au= 0 fir (z° 4+ y* =) r* < R? und u(R, @) = ug(o):

Da die Losungen beschrankt bleiben sollen : dyg =0,c,. =0, Vk.

Es bleibt: u(r = ?O + ]; 'rk (ag cos(ko) + by sin(k¢))

Zu erfiillen ist noch die Randbedingung u(R, ¢) = ug(o).

Man erhalt die Losung

(r,¢) = A? + i ( ) (Aj cos(k¢) + Bysin(ko))

k=1
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mit den Fourierkoeffizienten von wug

27
A= [ uo(é) cos(he) do
0

T

2m
mzil/mmmwww
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