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Aufgabe 1: [7 Punkte]

Berechnen Sie die Losung der folgenden Anfangswertaufgabe fiir u(zx, t):

u + (2t + 1) u, = —ut, reR, t e R,
u(z,0) = sin(2z) r €R.

Losung: Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:

=241 = do=2t+1)dt = z=t"+t+ C [1 Punkt]
du du t? -
— = —ut — = —tdt | = ——+ D
o ut = " — In(|ul) 5 +

= |u| = teTtP — y= De [1 Punkt]

t2

Mit C =2 — t> —t und D = uez machen wir den
Ansatz D = f(C)
und erhalten
ue'r = flz —t*—1t) [2 Punkte]

und damit die allgemeine Losung: u(x,t) = e‘éf(x — t*—1).  [1 Punkt]
Die Anfangsbedingung verlangt:

u(z,0) = e_%f(a: —02-0) = f(x) = sin(2x). | [1 Punkt]
Die Losung der AWA ist

+2
u(z,t) = e 2 sin(2x — 2t* — 2t). | [1 Punkt]
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Aufgabe 2: [4 Punkte]

Bestimmen Sie die Entropielosung der Anfangswertaufgabe

ue + (f(u), =0

mit der Flussfunktion

und den Anfangsdaten

2 x <0,
u(:c,O):{_l 0<zx

Hinweis: Gefragt ist nur die Losung fiir die vorgegebenen Anfangswerte. Sie brauchen keine
Losungen fir allgemeine Anfangswerte anzugeben!

Losung: Die Anfangsdaten wiirden bei Losung tiber die Charakteristikenmethode fiir jedes
t > 0 eine Mehrdeutigkeit ergeben. Es muss mit u; = 2 und u, = —1 eine Stoffront s(t)
eingefithrt werden. [1 Punkt |

. _1\2 1N\ 2
Mit fu) = (5) =35 fl)= () =%  [1 Punkt]
erhalten wir

flu) = flw)  5-—3

5(t) U — Uy 2—(-1) 9 [1 Punkt]
und damit
u =2 r<s(t)= %
u(z,t) = ?
u, = —1 —t<uw [1 Punkt]
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Aufgabe 3: [2 Punkte]

Sei u(x,y) eine Losung der folgenden Randwertaufgabe:

X

Au = Upy +uyy = 0, in Q:= {(y

>€R2,0<$<20,O<y<25},
u(z,y) = 10, auf 0Q.

Bestimmen Sie die Losung v ohne Rechnung aber mit Begriindung.
Losung:

Da die harmonische Funktion » : £ — R ihr Minimum und Maximum auf dem Rand
annimmt und hier konstant gleich 10 ist, ist die Losung

u(z,y) = 10 V(z,y) € Q.

Alternative 16sung: Die konstante Funktion u(x,y) = 10 lost die Laplace Gleichung
auf dem ganzen Rechteck €2 und erfiillt die Randbedingung. Da die Losung eindeutig ist,
erhalten wir

u(z,y) = 10 V(z,y) € Q.
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Aufgabe 4: [7 Punkte]

a) Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

Up — Ugy = z cos(t) fir z € (0,7),t > 0,
m
u(z,0)=1-— Ty 2<sin(x) - sin(3m)> fur x € [0, 7],
7r
u(0,t) =1, fir ¢t > 0,
u(m, t) = sin(t) fir ¢ > 0.

Uberfiihren Sie die Aufgabe durch die Einfiihrung einer geeigneten Funktion v in eine
Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randbedingungen fiir v.

Geben Sie die Differentialgleichung fiir v und die Anfangsbedingung fiir v an.

b) Losen Sie die folgende Anfangsrandwertaufgabe:

Vp — Vpe = 0 fir z € (0,7),t > 0,
v(z,0) = 2sin(z) — 2sin(3z) fur x € [0, 7],
v(0,t) =0, o(m,t)=0 fir ¢ > 0.

¢) Geben Sie die Losung fir die Anfangsrandwertaufgabe aus Teil a) an.
Losung:

a) Uberfiihrung in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randbedingungen:
v(z,t) = u(z,t) =1 — Z(sin(t) — 1) =

oder

u(z,t) = v(r,t) + 1+ Z(sin(t) — 1). [1 Punkt]
Dann gilt:

uy = vy + £ cos(t), Vg = Ugy

Neue DGL: Vg + 2 cos(t) — Vg = Zcos(t) =

| v — Vg =0 | [1 Punkt]
Anfangswerte:

v(z,0) = u(x,0) —1— ;(sm(t) - 1)

—1-7 —|—2(Sin(:v) — sin(3x)) PN
T 7r

v(z,0) = 2sin(z) — 2sin(3z) [1 Punkt]

Randwerte : v(0,t) = v(m,t) = 0
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b) Mit w=7=1und c =1 gilt:

) = Z ake_“ﬂk * sin(kwz) Z ape”

Einsetzen der Anfangswerte ergibt:

v(z,0) = Y apsin(kz) = 2sin(z) — 2sin(3x)
k=1

— a1 =2,a3=—-2,a;,=0 Vk ¢ {1,3}.

v(x,t) = 2e¢ " sin(x) —2e ¥ sin(3z)

c¢) Fur die Losung von a) erhalten wir somit

u(z,t) = v(x,t) + 1+ (sm(t) -1)

= 2e 'sin(z) —2e ¥ sin(3z) + 1+ (sm( ) —

* sin(kx) (1 Punkt)

[2 Punkte]

1). [1Punkt|



