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Blatt 1, Hausaufgaben

Aufgabe 1: (Wiederholung Analysis II)

Fir die Ableitung Parameterabhangiger Integrale gilt bei hinreichender Glattheit von f die
Leibniz—Regel :

[ s = [ )t + 6(@) S a) — @) Faate)

(=)

Gegeben Sei die Funktion

22

F(z) = /emtdt.

—T

a) Bestimmen Sie die Ableitung der Funktion F'(x) indem Sie

(i) erst nach ¢ integrieren und anschliefend nach x ableiten,

(ii) erst nach x ableiten und anschlieend nach ¢ integrieren.

b) Berechnen Sie lim F'(x).

z—0

Losung zu 1:

a) Fir o # 0 rechnet man

(i)

d ea:t
F = — | —
(z) dx ( T

z2 B i ex3 _ 6_x2
. dx x




Differentialgleichungen II, T. Schmidt, P. Kiani, C. Goetz SoSe 2024, Blatt 1H

2

(ii) F(z) = / e dt, b(x) == 2*, a(z) = —x, f(t,z) ="

—x

b/(x) = 2z a/<x) 1
fb(x),z) = e’ fla(z),z) = e
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b) Unter Verwendung der Regel von I’'Hospital rechnet man:
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F'(0) = 3z e + 2
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Aufgabe 2:

In dieser Aufgabe wollen wir uns zur Wiederholung mit den Differentialoperatoren
div, grad, rot, A, V

beschéftigen, die wir in der Analysis III kennengelernt haben.

Sei D C R?® offen und = = (w1, 29,23)" € D. Wir betrachten Funktionen

o fiD=R mit f(z)=(fi(z) fu(®), fs(z))",
e g:D—R,

Dabei seien f und ¢ jeweils C?-Funktionen.

(a) Geben Sie an, welche der folgenden Ausdriicke definiert sind. Geben Sie fiir die defi-
nierten Ausdriicke an, ob sie Vektoren in R?® oder Zahlen in R sind.

(i) div(grad f)(x),
(i) grad(Ag)(z),
(iii) rot(div f) (=),
(iv) A(div f)(x).

(b) Zeigen Sie, dass
0
div(rot f) () =0 und rot (Vg) (x) = (0) :
0

(c) Zeigen Sie, dass

Afi(z)
V(div £)(x) - rot(rot £)(z) = | Af(e)
Afg(m)

Losungsskizze Aufgabe 2:

(a) Wir bemerken zunéchst, dass wir fiir alle auftretenden Funktionen hinreichende Diffe-
renzierbarkeit vorausgesetzt haben. Die Frage ist aslo, ob die entsprechenden Differen-
tialoperatoren auf die jeweiligen Funktionen angewendet werden kénnen.

(i) Der Gradient ist nur fir reellwertige Funktionen definiert also existiert grad f
nicht.

(ii) Der Laplace-Operator ist fir reellwertige Funktionen ¢ : D — R definiert und
liefert wieder eine reellwertige Funktion Ag: D — R. Darauf wiederum kénnen
wir den grad-Operator anwenden. Also ist grad (Ag) () definiert und liefert
fiir jedes € D einen Vektor in R3.



Differentialgleichungen II, T. Schmidt, P. Kiani, C. Goetz SoSe 2024, Blatt 1H 4

(iii) Fir das Vektorfeld f existiert die Divergenz div f . Allerdings ist durch div f :
D — R eine reellwertige Funktion gegeben, auf die wir den rot-Operator nicht
anwenden konnen.

(iv) Wie in (iii) ist durch div f : D — R eine reellwertige Funktion gegeben, so dass
wir den Laplace-Operator auf div f anwenden kénnen. Fiir jedes z € D ist
A(div f)(x) eine reelle Zahl.

(b) Wir erinnern zunéchst daran, dass fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen ¢ :
D — R nach dem Vertauschungssatz von Schwarz gilt:

Pp Py

- ’ .) = ]-7 2) 3
aJIial'j 890]8% b

Dies wenden wir im Folgenden komponentenweise an.

Wir berechnen zuerst

oL (@) — 92 ()
div (rot f) () = div g—g(w) — g—ﬁ(a})
L (@) — S ()
0 (0fs Ofa o (0fi Ofs o (0f df
N 8:701 (8:102 (m) 61'3 (33)> + 8902 <8x3 (33> 61’1 (33) + 8x3 E)xl (33) 61’2( )
2 2 2 2 2 2
:8f3w—8f2m+8flx—8f3m 8f2a:—8fla:
83018903 8[E18ZE3 8:7028903 8[E18ZE2 81‘181'3 8ZE28ZL‘3
= 0.
Weiterhin gilt
rot (Vg) (x) =rot 5% = %%—%% =10].
99 9 99 _ 9 99 0
oxs Ox1 Oxo Oxg Ox1

(c) Wir berechnen zunéchst (wieder unter Beriicksichtigung des Vertauschungssatzes von

Schwarz):
: of af df
v @ -V L@+ e+ )
Ti(@) + (@) + f;gz?, ()
- 821396;32 (w) + %mfZ( ) + 89028:1:3 (w) . (1)
L (@) + 5ok (@) + S (@)
Setzen wir
oL (@) — 32 ()
r(x)=rot f(x)= g%(w) _ %(w) ’
af2 Bfl

871(33) - 372(33)
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so erhalten wir

rot (rot f) () = rot r(x)
(@) — 52 ()
- | 8@ - 2w | -
a2(@) — gt (@)
02 0?
axlg?ﬁg <m> - 8;5%1 (w) -
o? 02
= | Gers (®) = G (@) =
0% f 9% f
81218;'3 (m> - 83@'%3 (w) -

Aus (1) und (2) ergibt sich also

V(div f)(x) —rot(rot f)(x

Abgabe: 15.-19.04.24

o0s (52(@) = (@) = 52 (5 (@) - GE (=)
oo (52 (@) = 32(@) — 5 (52 (@) - G (=)
o (50 () = 38 (@) — 3, (52 () - G2 (@)
(@) + 2 h(x)
T (@) + 520 (@) (2)
Dh(w) + ;2L (x)
Th@)+ 54 @+ 5@ an )
)= | 25 @) + L @) + 2 () | = (Aﬁm)
T+ Gh@) + Gh@) DA



