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Aufgabe 1:

(a) Sei
Ω2 = {(x, y)⊤ ∈ R2 : 1 < x2 + y2 < 4}.

Bestimmen Sie eine Lösung von
∆u = 0 auf Ω2,
u(x, y) = 1 für x2 + y2 = 1,
u(x, y) = 3 für x2 + y2 = 4.

Ist die Lösung eindeutig?

(b) Sei
Ω3 = {(x, y, z)⊤ ∈ R3 : 1 < x2 + y2 + z2 < 4}.

Bestimmen Sie eine Lösung von
∆u = 0 auf Ω3,
u(x, y, z) = 1 für x2 + y2 + z2 = 1,
u(x, y, z) = 3 für x2 + y2 + z2 = 4.

Ist die Lösung eindeutig?

Aufgabe 2:
Gesucht sei eine Lösung der Laplace-Gleichung ∆v(x, y) = 0 in einem rotationssymmetri-
schen Gebiet, zum Beispiel in einem Kreisring. Das Gebiet lässt sich dann mittels Polarko-
ordinaten besser beschreiben. Man geht dafür über zu
x = r cos ϕ , y = r sin ϕ , und
v(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) = u(r, ϕ) .
Zeigen Sie, dass für r ̸= 0 folgende Äquivalenz gilt:

r2urr + rur + uφφ = 0 ⇐⇒ r2 (vxx + vyy) = 0 .
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Aufgabe 3:
Bestimmen Sie alle rotationssymmetrischen Lösungen der folgenden Randwertaufgabe

∆u(x, y) = − 1√
x2 + y2 für 1 < x2 + y2 < 9,

u(x, y) = 1 auf x2 + y2 = 1,

u(x, y) = 2 auf x2 + y2 = 9.
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