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Aufgabe 1:
Gegeben sind die Differentialgleichungen fiir u: D — R, D C R2.

ug(x,t) — euge(z,t) = 0, e € R,

ug(w,t) + (W)z =0,

w(z,t) + (W)x — €Uy (z,t) = 0,

(us(2,9))* = (uy(2,9))” — ulz,y) = 0

a) Geben Sie fir jede der Differentialgleichungen die Ordnung an und entscheiden Sie
jeweils, ob es sich um eine lineare, eine semilineare, eine quasilineare oder eine (voll-)

nichtlineare Differentialgleichung handelt.

b) Es seien ul! und u® jeweils zwei verschiedene, nicht konstante Lésungen der obigen

Differentialgleichungen.

Priifen Sie fiir die Differentialgleichungen (1) bis (4), ob dann @ := k-u! fiir beliebige
k € C (oder R) ebenfalls eine Losung ist. Wenn ja, priifen Sie, ob auch 4 := ult +u/?

die Differentialgleichung lost.

Machen Sie sich klar, dass in dem Fall jede Linearkombination beliebig vieler Lésungen der

Differentialgleichung wieder eine Losung ist (vollstéandige Induktion).

Aufgabe 2:

Ein einfaches Verkehrsflussmodell:

Wir betrachten einen eindimensionalen Fluss von Fahrzeugen entlang einer unendlich lan-
gen, einspurigen Fahrbahn. In einem sogenannten makroskopischen Modell betrachtet man
nicht einzelne Fahrzeuge, sondern den Gesamtfluss der Fahrzeuge. Dazu fithren wir folgende

Groflen ein :

u(z,t) = (Léngen-)Dichte der Fahrzeuge im Punkt x zum Zeitpunkt ¢
= Fahrzeuge/Langeneinheit im Punkt z zum Zeitpunkt ¢

v(xz,t) = Geschwindigkeit im Punkt x zum Zeitpunkt ¢,

q(z,t) = u(x,t)-v(z,t) = Fluss

= Anzahl Fahrzeuge, die = zum Zeitpunkt ¢ pro Zeiteinheit passieren.
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a) Nehmen Sie an, dass es keine Ein— bzw. Ausfahrten gibt, dass keine Fahrzeuge ver-
schwinden, und dass keine neuen Fahrzeuge hinzukommen. Sei N(¢,a, Aa) := Anzahl
Fahrzeuge auf einem Ortsintervall [a,a + Aa] zum Zeitpunkt ¢. Machen Sie sich klar,
dass dann einerseits

a+Aa
N(t,a,Aa) = / u(z,t) dz

gilt und andererseits

N(t,a,Aa) — N(tg,a,Aa) = /t (q(a,7) — qla+ Aa,T))dr.

to

Leiten Sie hieraus die Kontinuitatsgleichung, d.h. hier die Erhaltungsgleichung fiir die
Masse (Anzahl Fahrzeuge),
Ut + qp = 0

her.
Tipps zum Vorgehen:
o Leiten Sie beide Formeln fiir N nach ¢ ab. Beachten Sie dabei, dass fiir die

Ableitung parameterabhédngiger Integrale bei hinreichender Glattheit von f die
folgende Leibniz—Regel gilt:

d @) b(z) / /
L fatyde = [ 4L byt + V@) 1) @) Srala)

e Teilen Sie durch Aa.
o Betrachten Sie den Grenzfall Aa — 0.

b) Wir nehmen nun in einem ersten einfachen Modell an, dass die Geschwindigkeit um-
gekehrt proportional zur Dichte fallt und die Dichte positiv ist.

v(z,t) = ¢ +

u(x,t)

Wie lautet die Kontinuitatsgleichung (= Erhaltungsgleichung fir die Masse)?
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