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Linearitat von Differentialgleichungen
und eine einfache Transformation

Die ins Netz gestellten Dateien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern.
Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen
unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler, die
rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur
im Netz erfolgt NICHT! Die Vercffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Linearitat von Differentialgleichungen

Skalare Partielle Differentialgleichung (vgl. Vorlesung Seite 4-6)
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Linearitat von Differentialgleichungen (vgl. Vorlesung Seite 8-9)

Lineare PDE: hingen affin linear von w, Du, D?u,..., D™u ab. Nur von x
abhangige Koeffizienten.

Semilineare PDE: hangen affin linear von D™u ab. Nur von x abhiangige
Koeffizienten der hochsten Ableitungen.

Quasilineare PDE: hangen affin linear von D™u ab. Die Koeffizienten der
héchsten Ableitungen kénnen von w, Du, ..., D™ 1y abhangen.

Voll nichtlineare PDE: nicht quasilinear.



Beispiele:
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e Telegraphengleichung: us — Upy + 2us +u =0
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Beispiel zu H1: Priife fiir 2%u; + tu, = 0 bzw. u; + (u?), = 0 ob beliebige
Vielfache von Losungen wieder Losungen sind.

Wenn ja, priifen Sie, ob auch Summen von Lésungen wieder Losungen sind.
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Seien nun w* und u Lésungen der Differentialgleichung ,also

20y + tt, = 0 O und xut—|—tu = 0. @
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Superposition: (Beipiel zu P1, P2)

Sei f eine stetig differenzierbare Funktion. Zeige, dass L
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eine Losung der linearen homogenen Differentialgleichung z?u; + tu, = 0 ist.
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Zeige: a(t, z) =% — 3t%z> + %t‘lj I6st die Anfangswertaufgabe

z?up + tu, = 0 fir (t,x) € (0,00) x R,
u(0,x) = x° fiir t=0, zeR,
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Gesucht ist eine Losung von

Uy + tug = 0, fur (t,x) € (0,00) x R,
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Lineare Koordinatentransformationen: (Beipiel zu P3)

Lose die Anfangswertaufgabe

um—Suxt—ilutt:O firx e R, t € R
( u(x,0) =0 firz e R,
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u(x,0) =2xe”*  firx € R.
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Eine zwei mal stetig differenzierbare Funktion u(x,t) 16st genau dann die ur-
spriingliche Differentialgleichung, wenn

Voyu = 0.
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Losung der transformierten Differentialgleichung

Aus (v,), = 0 folgt, dass v, unabhdngig von p ist.
con S1Lonlroc\ﬂ.3k,
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mit hinreichend glatten Funktionen ® und W |6st die Differentialgleichung

Probe:
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Nun zu den Anfangsbedingungen

u(z,t) =v(oa,p) =(x+ %) + U(z —1t)
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Die Losung der Anfangswertaufgabe ist daher gegeben durch

t 4
u(x,t) = ®(xr + Z) +U(x—t) = e

Bemerkung: Bei uy + (a + b)uy + abug,

funktionert die Substitution « = x — bt, u = x — at analog.

Zu H2: Die Hinweise auf dem Aufgabenblatt sollten Wegweiser genug sein.
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