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Aufgabe 1: [5 Punkte]
Gegeben sei das Anfangswertproblem

1
U+ —— Uy = U far r€eR, t>0,
t+1

u(z,0) =e" fir z € R.

a) Geben Sie die charakteristischen Gleichungen fiir dieses Problem an und bestimmen
Sie deren Losungen.

b) Losen Sie das Anfangswertproblem.
Losung:
a) Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:
y(t) = (") mit 5() = (*1V)

und v(t) := u(y(t))
[ U z(t) =In(t+ 1)+ Cy.

v — y(t) = v(t) = Coel.
Aus v(0) = Coe® = O, folgt
v(t) =v(0)e'. [3 Punkte]

b) Aus z = In(t+ 1) + z(0) folgt

und mit

erhalten wir schlielich
U,(l’, t) — 6—(z—ln(t+1)) . et — (t _|_ 1)6t—$'

[2 Punkte]
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Aufgabe 2: [441 Punkte]

Gegeben ist die folgenden Anfangswertaufgabe fiir u(x,t):

U + u-uy, = 0, r€ER, teRT
2 fir x < —1,
u(z,0) =<0 fir —1 <2 <0,
1 fir 0 < .

a) Bestimmen Sie die physikalisch sinnvolle Losung des Anfangswertproblems fir — C)
Problem 2) inhomogene DGI, homogene Randwerte: Produktansatz
geschlossene Losungsdarstellung
System gewohnlicher Differentialgleichung
Koeffizientenvergleich oder Fourier-Koeffizienten.

O<t<l.

b) Warum gilt die Losungsformel aus (a) nur fir ¢ < 17
Losung:

a) Die Losung setzt sich zusammen aus den Losungen zweier Riemann-Probleme. Wir
bezeichnen mit F'(u) = “72 den Fluss der Burgers-Gleichung und erhalten wegen 2 > 0
zuerst eine Stofiwelle s(t) mit

2)—F(0 1
= s(t) =—-1+t. [2 Punkte]

sy =2

Wegen 0 < 1 erhalten wir weiterhin eine Verdiinnungswelle mit Randern
F'(0)t =0, F'(1)t =t. [1 Punkt]

Innerhalb der Verdiinnungswelle hat u die Form

w(z,t) = ()~ (x) =2

t

Zusammen gilt also

2 flr r< —1+4t,

() = 0 fl?r —1+t<z<0,
’ h fur 0<z<Ht,

1 fir ¢ <u. [1 Punkt]

b) Bei t = 1 trifft die StoBwelle auf die Verdiinnungswelle und die Losungsdarstellung
aus (a) gilt nicht mehr. [1 Punkt]
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Aufgabe 3: [1+2,5+2,5 Punkte]

Bestimmen Sie beschriankte Losungen der folgenden Randwertaufgaben fiir die Laplace-
Gleichung: Sie konnen die Losungen in kartesischen oder Polarkoordinaten angeben.

Au=0 auf Q= {(?) € R 22 4y < 25},
u(z,y) =4 fur 2%+ y? = 25.
by 4 Au=0 auf Q= {(Z) € R?, 2% +y? < 25},
u(x,y) = u(rcos(¢), rsin(¢)) = 3sin(2¢) fir z? +y? = 25.
Au=0 auf Qs ::{<§)€R2,1<x2—1—y2<25}
c) | u(z,y) =4 fur 2 +y? =1,
u(z,y) =2 fiir z? + y? = 25.

Losung: [142,542,5 Punkte]

a) Die konstante Funktion u(x,y) = 4 16st die Laplace Gleichung und ist somit die
eindeutige Losung.

b) Mit x = rcos(¢), y = rsin(¢) und v(r,¢) = u(r cos(¢), rsin(¢)) lautet die Losungs-
darstellung

v(r, @) = ap + Z (¢ cos(ke) + dy sin(ky)) rk.
k=1

Die Randdaten liefern noch die Bedingung

v(5,0) =ap+ Y (cxcos(kp) + di sin(kep)) 5°
k=1

= 3sin(2yp) .

Ein Koeffizientenvergleich ergibt 25d, = 3 und alle anderen Koeffizienten = 0.

Also die Losung
3r?
v(r,¢) = > sin(2¢) .

Eine Umrechnung in kartesische Koordinaten ist hier nicht verlangt. Wer dennoch
umrechnet, erhéalt

(z.4) 6(z* + y?) T y 6y
Y 25 Vaz+y? a2+ y? 25

c) Da (0,0)7 ¢ Q, gilt mit der Fundamentallosung
P(z,y) = % In(|(z,y)|) = iln(\/xz + y?) die Form

u(z,y) = a®(x,y) + b.
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Aus den Randbedingung erhalten wir
Ln(l)+b=0b=4
S5)+4=2 = a= 2

also u(r,y) = 4 — 25 LIn(VaT T ?) =4 — 2 In(VaZ T ).
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Aufgabe 4: [34+1 Punkte]

Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

uy — 16Uy, = 4cos(t)(1 - %) fiur x € (0,27),t > 0,
u(z,0) = % fur x € [0, 27],
u(0,t) = 4sin(t), u(2m,t) =1 fir ¢t > 0.

a) Uberfiihren Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der Randdaten
in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randdaten fir eine Funktion v(zx, ).

Geben Sie die neue Anfangsrandwertaufgabe (Differentialgleichung , Anfangsbedin-
gungen und Randbedingungen) an.

b) Geben Sie ohne Rechnung eine Losung v fiir die Randwertaufgabe mit homogenen

Randwerten aus Teil a) an. Welche Losung u erhélt man demnach fiir die urspriingliche
Aufgabe?

Losung:

a) Homogenisierung:

v(x,t) = u(z,t) — [4sin(t) + £(1 - 4sin(t))| = u(w,t) = £ + dsin(t)(£ — 1),

oder
u(z,t) = v(z,t) + o= — 4sin(t)(5z —1). [1 Punkt]
Dann gilt:

uy = vy — 4cos(t) (5 — 1),

Neue DGL: vy +4cos(t)(1 — 52) — 16vy, = 4cos(t)(1 — 5%) <=

| v — 160, = 0. |

Anfangswerte:

v(2,0) = u(x,0) — = + 4sin(0)(z — 1) = 5= — o= = 0. [2 Punkte]
Randwerte:

v(0,t) = u(0,t) — [4 sin(t) + o= (1 — 4sin(t))] = 4sin(t) — 4sin(t) = 0.
v(2m,t) = u(2m,t) — [4 sin(t) + 22 (1 — 4Sin(t))] =1— [4sin(t) + 1 — 4sin(t)] = 0.

b) Da die Differentialgleichung homogen ist und sowohl die Randwerte als auch die An-
fangswerte verschwinden, ist v = 0 die Losung und damit

u(z,t) = 0+ 5= — 4sin(t)(5z — 1). [1 Punkt]



