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Differentialgleichungen II fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Blatt 7, Prasenzaufgaben

Aufgabe 1:

a) Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

U — 4y, = —2 - sin(t) fur x € (0,1),t > 0,
w(z,0) = 1 — 2+ 4sin(27x) fir = € [0, 1],
u(x,0) = x4 3sin(67x) fur x € [0, 1],
uw(0,t) =1, w(l,t) =sin(t) fir ¢ > 0.

Uberfiithren Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der Randdaten

in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randdaten.

b) Losen Sie die folgende Anfangsrandwertaufgabe:

Vg — 4vgp = 0 fir z € (0,1),t > 0,
v(z,0) = 4sin(2rx fur x € [0, 1],
v(z,0) = 3sin(67z) fur x € [0, 1],
v(0,t) =0, wo(l,t)=10 fur t > 0.

Losungsskizze:
a) Homogenisierung:

v(z,t) =u(x,t) — 1 — %(sin(t) —1) = u(z,t) — 1 —xsin(t) + z.

oder

u(z,t) = v(z,t) + 1+ xsin(t) — 2. [1 Punkt]

Dann gilt:

up = vy + x cos(t), u, = v, +sin(t) — 1

U = Vg — X SIN(1), Vpp = Ugy [1 Punkt]

Neue DGL:

vy — xsin(t) — vy, = —x - sin(t) <= ’ Vg — 4vyp = 0. ‘ [1 Punkt]
Anfangswerte:

v(z,0) = u(x,0) =1 —2z(sin(0) — 1) = 1 —x +4sin(2rz) — 1 + 2 =
v(z,0) = 4sin(27rz) [1 Punkt]

vi(2,0) = w(x,0) —zcos(0) = z + 3sin(brz) —xr =
vy(z,0) = 3sin(67z) [1 Punkt]

Randwerte : v(0,t) = v(1,t) = 0
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b) Mit L =1 und ¢* =4 lautet die Losungsformel:

> ckm ckm km
o(z,t) = Y [Ak cos <t> + By sin (t)] sin (az)
= L L L

Fir ¢t =0 also -
v(z,0) = Y Ay sin(krz) = 4sin(2mx)

k=1

Also Ay = 4 und A =0 sonst. [2 Punkte]

vi(z,t) = > [—Ay - 2km - sin (2kwt) + By - 2km - cos (2kmt)] sin (kmz)

k=1
und fiir £t =0: .
v(x,0) = > By - 2km sin (kmz) = 3sin(6mx)
k=1
Also Bg = 26% = ﬁ und B = 0 sonst.

1
v(x,t) = 4 cos (4nt) sin (27x) + yym sin (127t) sin (67x) [2 Punkte]
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Aufgabe 2:

Aus der Vorlesung kennen Sie die Formel von d’Alembert

(Ftet)+ fa—a) + o5 [ gla)da

N | —

u(x,t) =
fir die Losung der Anfangswertaufgabe fiir die (homogene) Wellengleichung
Gigy — C*lpe = 0, 0(x,0) = f(x), 4:(2,0) = g(x),  €R, ¢ > 0.

a) (Nur fiir die ganz schnellen Teilnehmer:innen) Zeigen Sie, dass die Funktion

~( t) B 1 /t /:BC(Tt) h( )d d
U, N 2c Jo x+c(T—t) Wh ) Qwar
die folgende inhomogene Anfangswertaufgabe 16st.
Uy — CPligy = h(x,t) u(z,0) = t(z,0) = 0.

Tipp: Leibniz-Formel fiir die Ableitung parameterabhangiger Integrale (vgl. Blatt 1H):

d [ bz) (] / /
e /a(x) [z, t)dt =/a(x) T f(a,t)dt + V() f(a,b(x) — d(2) f(z,a(x))

b) Zu lésen sei die Anfangswertaufgabe

Uy — gy = —4a, reR, t>0
u(z,0) = 1, r € R, (1)
u(x,0) = cos(x), reR

(i) Berechnen Sie eine Losung @ der Anfangswertaufgabe
Uy — 4z = 0, reR t>0

w(z,0) = 1, x € R, U (z,0) = cos(z), v € R.

(ii) Berechnen Sie unter Verwendung des Ergebnisses aus Teil a) eine Losung @ der

Anfangswertaufgabe
ﬂtt—4ﬂm:—4x, $€R,t>0
u(z,0) = 0, x € R, (x,0) = 0,z € R

(iii) Zeigen Sie durch Einsetzen von u in die Differentialgleichung und Uberpriifung
der Anfangswerte, dass v = @ + @ die Anfangswertaufgabe (1) 16st.
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Losung:

Uge (2, 1) = 20/0 [ho(z —c(T —t),7) — ho(z + (T —t), 7] dT

1 —c(t—t)
(1) = 5 / ey Mt

t—t)

+1/t [h(z —c(T —1t),7) - c— Wz +c(r —1),7) (—c)] dT

:2/ Wz —c(r —1),7) + h(z + co(r — 1), 7)] dr

(. 1) = ; {h(:c 1) + h(z, 1) +/ (@ — el —1),7) - e+ Bl + (7 — £),7)(=0)] dT}

c

= h(x,t) + 3 /Ot [ho(z — (T —t),7) — hy(z + (T —t),7)] d7

Offensichtlich gilt @y — iy, = h(x,t) . Fiir die Anfangswerte erhélt man

e,0) = 210/0 =0,

und

(z,0) 2/

b) (i) Losung der homognen Differentialgleichung mit den inhomogenen Anfangswerten
nach d’Alembert

1 1 et 1 1
(z,t) = 5 (1+1)+ % / cos(n)dn = 1+1 (sin(x+2t)—sin(z—2t)) = 1+§ cos(x) sin(2t)
C Jx—ct

(ii) Losung der inhomognen Differentialgleichung mit homogenen Anfangswerten

a(z,t) = 20/ /;c:ftt —4w dwdr = _84 /Ot [(:v—2(7'—t))2 — (x+2(7’—t))2}d7

= 5/ 8x(1 —t)dr = —2at>.

0

(iii) Die Losung des urspringlichen Problems setzt sich aus den beiden Teillosungen
zusammen: .
u(z,t) = 1+ 3 cos(z) sin(2t) — 2zt
Probe:
u(z,0) =1, uy(x, t) = cos(x) cos(2t) — 4xt, u(z,0) = cos(z),
1
Uy = —3% sin(x) sin(2t) — 2%, uy, = —5 cos(z) sin(2t),
uy = —2cos(x)sin(2t) — 4x .

1
Uy — 4y = —2cos(x) sin(2t) — 4z — 4(—5 cos(z)sin(2t)) = —4x.
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