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Aufgabe 1: Losen Sie die Anfangsrandwertaufgabe:

Uy — g, = 3sin(27rx) - e

€(0,1),t>0
u(z,0) = uo(z) = sin(wx) + 4sin(27x) z € [0,1],
ug(x,0) = wvo(z) = 0 z € [0, 1],
u(0,t) =0 t>0,
u(l,t) = 0 t>0,

Tipp: Setzen Sie den Ansatz

Z qr(t) sin(kwz), w= %

in die Differentialgleichung ein. Sie erhalten gewohnliche Differentialgleichung en fiir die g
Die Anfangsbedingungen liefern die Anfangsdaten fiir die g

Losung:
Einsetzen des Ansatzes ergibt mit w = 7 und ¢ =2

Z ¢ (1) sin(kwz) + A (kw)?qp(t) sin(kwz) = 3sin(2rz) - e 2

Wir erhalten die gewohnlichen Differentialgleichung en
d(t) + 22(2m)as(t) = 3
q;(t) + 22 (km)*q(t) = 0 VEk#0

Wir setzen nun den Ansatz in die Anfangsbedingungen ein

Z qx(0) sin (kmx) = sin(rx) + 4sin(27z)

Also lesen wir ab: ¢;(0) =1, ¢2(0) =4, ¢(0) =0 sonst!
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Die zweite Anfangsbedingung liefert zusammen mit Losungsansatz
vo(z) = > q;(0) sin(kwz) =0

k=1
Also ¢,(0) =0 Vk € N.

Fir k ¢ {1,2} haben wir die die Anfangswertaufgabe

qi(t) + AkPwiq(t) = 0, q:(0) =0, ¢.(0) = 0.

Mit der Losung: qx(t) =0.

Fir £ =1 haben wir mit ¢ =2 und w = 7 die Anfangswertaufgabe:
q/(t) +4r*q(t) = 0, @(0) =1, ¢(0)=0.

Mit der allgemeinen Losung: @ (t) = ky cos(2mt) + ky sin(2mt) .

Anpassen an Anfangswerte liefert: ¢;(t) = cos(2nt)

Fir k£ = 2 haben wir die Anfangswertaufgabe:

() +16-725(t) = 3¢, g3(0) =4, gy(0) =0

Zugehorige homogene Dgl: ¢, () + 4% - mqo(t) = 0
Mit der allgemeinen Losung: go,(t) = ko cos(4mt) 4 ko sin(4rt)

Ansatz fiir die Partikuldre Losung der inhomogenen Differentialgleichung: o ,(t) = ae

3
2 _
4a+16-wa—3:a—m
A 3
QQ(t) = ]{2 COS(47Tt) + ICQ sin(47rt) + meim
0) =k +L—4<:>k —4—*

G =T T ene 27 0T 4t i6n

R N 3
0)=kodm — ——— =0 < ky= ———————
B0) = hedm — e 27 2n(d+ 1672

13 + 6472 3 3
q@(t) = #008(47#) + sin(4rt) + ————e %

4 4 1672 27(4 4 1672)

Und damit dann
u(z,t) = cos(2mt)sin(1 - mx)

3
+ 171602 ((13 + 647?) cos(4nt) + o sin(47t) + 3@‘2t> sin(2 - w) .
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Aufgabe 2: (Damit Sie nicht auf die Idee kommen, dass man alle linearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung mit einfachen Produktansdtzen lésen kann.)

Am Anfangsort z = 0 eines sehr langen Ubertragungskabels werde ein Signal der periodi-
schen Spannung

U(0,t) = Upcos(wt) t>0,w>0

eingespeist. Gesucht wird die Signalspannung U(x,t) des Ausgangssignals fir = > 0,¢ > 0.
Man erhalt U als Losung der sogenannten Telegraphengleichung

Utt — C2Uxx + (Oé"‘ﬁ)Ut + OéBU =0.

Dabei sind «, 3, ¢ konstruktionsbedingte positive Kenngréfien des Problems. Ein zeitlich pe-
riodisches Eingangssignal ldsst nach einer gewissen Einschwingphase ein zeitlich periodisches
Ausgangssignal erwarten. Auflerdem fordert man

U(x,t) beschriankt fir =z — 0.

a) Zeigen Sie, dass der Produktansatz U(z,t) = w(z) - v(t) hier nicht zum Erfolg fiihrt!

b) Versuchen Sie es mit einem Lésungsansatz, der eine értliche Dampfung (Faktor e %)
mit einem zeitlich periodischen Verlauf (also Cosinus/Sinus in ¢) verbindet und eine
lineare ortsabhédngige Phasenverschiebung zulédsst. Zum Beispiel also:

Ulx,t) := e . (5 cos(at — bx) + 0 sin(at — Zﬁ))

Wiahlen Sie exemplarisch a = =c=1.

Losung der Aufgabe 2:

a) Ein Produktansatz der Form U(x,t) = v(t)w(z) fihrt fir v zu der gewohnlichen
Differentialgleichung

O(t) + (a+ B)o(t) + aBu(t) CQUJH(ZE)

u(t) ) K.

Diese liefert
0(t) + (a+ B)o(t) + afu(t) = K -v(t) <= v+ (a+ B)o+ (af — K)v =0

Dies ist eine gewohnliche lineare Dgl. mit konstanten Koeffizienten fiir v. Wir berech-
nen also die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

W2 (at Bt (B +2) =0 — m:—“‘gﬁ+ \/WZW — (0B —K)

Die allgemeine Losung hat die Form
U(t) — Cleult + C2€M2t bZW. U(t) — Cleult + CQt@Mlt )

Diese ist genau dann periodisch wenn p; = 7z rein imaginar sind. Letzteres ist nur
moglich wenn o + 5 = 0 gilt. Aber a und S sind nach Aufgabenstellung positive
Konstanten. Unser Produktansatz fiithrt also nicht zum Ziel.
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b) Ansatz: U(z,t) = e " . ((5 cos(at — bx) + dsin(at — ZNDx))

U(0,t) = dcos(at) + dsin(at) = U, cos(wt) =
§=Up,d=0,a=w
Es gilt also

Ulx,t) = Upe ™ cos(wt — bx),

Up(x,t) = Upe ™ [bsin(wt — bx) — kcos(wt — bx)],

Uiz, t) = —wlse ™ sin(wt — br)
Upe(, 1) = Upe ™ {—2]{6 sin(wt — bx) + (k% — b%) cos(wt — b:c)] :
Uy(x,t) = —W2Uge k= cos(wt — bx)

Einsetzen in die Dgl. mit a = =c=1. ergibt

Upe™ {cos(wt — bx) {—wQ — (k* = b*) + 1} + sin(wt — bx) [2kb — Qw]} =0! x,t >0
Es folgt also

kb=w und —w? —k>+0°+1=0

= K0P+ k-0 —-1=(k*-1)p*+1)=0 wobei b€ R ist

= k=1, wobei k€ R" vorausgesetzt wurde, also ist k=1.

Damit folgt aus kb = w schliefllich b= w und

U(z,t) = Upe * cos(w(t — x)).



