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Blatt 6, Prasenzaufgaben

Aufgabe:
Gegeben ist die folgende Anfangsrandwertaufgabe fir v = u(z,t):

Up — Uge = € 'sin(22) + 1 z e (0,m),t € RT,
1

u(zx,0) = 5 sin(2x) z e (0,m),

u(0,t) = u(m,t) =t teR*.

a) Fihren Sie eine Homogenisierung der Randwerte durch.

Welche Anfangsrandwertaufgabe erhélt man nach der Homogenisierung der Randwer-
te?

b) Losen Sie die Anfangsrandwertaufgaben:

(i)

vf — vk, =0 z € (0,m),t e R,
v*(z,0) = ; sin(2x) x € (0,m),
v*(0,t) = v*(m,t) =0 teR".
und
v — ot = e tsin(2x) z e (0,m),t e R,
v*(z,0) =0 ze (0,m),
v**(0,t) = v*™*(m,t) =0 teRT.

c) Geben Sie die Losung der Anfangsrandwertaufgabe aus Teil a) an.

Losung:
. x—0
a) Mit v(z,t) =u(x,t) — t — 70(t —t) = u(x,t) — t
7T E—
oder u(x,t) = v(x,t) +t erhalten wir
U =V + 1, Upp = Vg - Neue DGL:

Vit 1l —v,=etsin(2r) +1 < | v — vy = e 'sin(22).

1
Anfangswerte: v(z,0) = u(z,0) — 0 = 5 sin(2x) xz e (0,m).

Randwerte : v(0,t) = v(m,t)=t—t=0 .
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b) (i) Fir die Homogene Differentialgleichung mit homogenen Randdaten, w =1, ¢ =1
und vorgegebenen Anfangswerten

1
v (x,0) = 5 sin(2z), z e (0,m),

oo

erhilt man vt (z,t) = D age™™ F sin(kwz) Z ap e " sin(kx)
k=1

Die Anfangsdaten verlangen

> 1
0) = Y ay sin(kz) = isin(Q:v).
k=1

Die ayj, sind also die Fourierkoeffizienten von %sin(Zx) .

—/ —sin(2z) sin(kx)dx. (1)

Hier kann man sich die Integration sparen und erhélt tiber Koeffizientenvergleich:

as = % und a, = 0 sonst. Also

1
vi(x,t) = 56*4"/ sin(2x)

Nattrlich kommt man zum gleichen Ergebnis wenn man die Fourier Koeffizienten
tiber (1) mittels Integration ausrechnet.

(ii) Inhomogene Dgl. mit homogenen Anfangs— und Randdaten

vt — vk = e tsin(2x) ze (0,m),t e RT,
v*™*(z,0) =0 z e (0,7m),
v**(0,t) = v*™*(m,t) =0 teRT.
Ansatz:
i ai(t) sin(kz) , ap(0) =0
k=1

Einsetzen in die Dgl ergibt
Z [ ) + kag(t )} sin(kz) = e 'sin(2z)
Damit erhalten wir ay(t) =0 fiir k£ # 2 und die gewohnliche Dgl
Clg(t) -+ 4&2(t) = €_t

fiir ay. Die Losung der zugehorigen homogenen Gleichung lautet

asp(t) = Ce ™
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Der Ansatz ay(t) = C(t)e ™ liefert
1 —t

. 1
Ctye®™ =et «— Ct)=c+ §e3t z.B. as,(t) = 3¢

1
as(t) = ce  + 3 e”"  und mit ay(0) = 0 folgt ¢ = —1/3

v (2, t) = (e’t - e’4t) sin(2x)

¢) Mit den Bezeichnungen aus a) und b) gilt

(26’t + e’4t) sin(2z) -

|~

v(x,t) = v (z,t) + 0" (x,t) =

und
(26_t + e_4t) sin(2x) + t.

| =

u(z,t) = v(z,t)+t =
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