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Aufgabe:
Gegeben ist die folgende Anfangsrandwertaufgabe für u = u(x, t) :

ut − uxx = e−t sin(2x) + 1 x ∈ (0, π) , t ∈ R+,

u(x, 0) = 1
2 sin(2x) x ∈ (0, π) ,

u(0, t) = u(π, t) = t t ∈ R+ .

a) Führen Sie eine Homogenisierung der Randwerte durch.
Welche Anfangsrandwertaufgabe erhält man nach der Homogenisierung der Randwer-
te?

b) Lösen Sie die Anfangsrandwertaufgaben:

(i)
v∗

t − v∗
xx = 0 x ∈ (0, π) , t ∈ R+,

v∗(x, 0) = 1
2 sin(2x) x ∈ (0, π) ,

v∗(0, t) = v∗(π, t) = 0 t ∈ R+ .

und
v∗∗

t − v∗∗
xx = e−t sin(2x) x ∈ (0, π) , t ∈ R+,

v∗∗(x, 0) = 0 x ∈ (0, π) ,

v∗∗(0, t) = v∗∗(π, t) = 0 t ∈ R+ .

c) Geben Sie die Lösung der Anfangsrandwertaufgabe aus Teil a) an.

Lösung:

a) Mit v(x, t) = u(x, t) − t − x − 0
π − 0(t − t) = u(x, t) − t

oder u(x, t) = v(x, t) + t erhalten wir
ut = vt + 1, uxx = vxx . Neue DGL:
vt + 1 − vxx = e−t sin(2x) + 1 ⇐⇒ vt − vxx = e−t sin(2x).

Anfangswerte: v(x, 0) = u(x, 0) − 0 != 1
2 sin(2x) x ∈ (0, π) .

Randwerte : v(0, t) = v(π, t) = t − t = 0 .
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b) (i) Für die Homogene Differentialgleichung mit homogenen Randdaten, ω = 1 , c = 1
und vorgegebenen Anfangswerten

v∗(x, 0) = 1
2 sin(2x), x ∈ (0, π) ,

erhält man v∗(x, t) =
∞∑

k=1
ake−cω2k2t sin(kωx) =

∞∑
k=1

ak e−k2t sin(kx)

Die Anfangsdaten verlangen

v∗(x, 0) =
∞∑

k=1
ak sin(kx) = 1

2 sin(2x).

Die ak sind also die Fourierkoeffizienten von 1
2 sin(2x) .

ak = 2
π

∫ π

0

1
2 sin(2x) sin(kx)dx. (1)

Hier kann man sich die Integration sparen und erhält über Koeffizientenvergleich:
a2 = 1

2 und ak = 0 sonst. Also

v∗(x, t) = 1
2 e−4t sin(2x) .

Natürlich kommt man zum gleichen Ergebnis wenn man die Fourier Koeffizienten
über (1) mittels Integration ausrechnet.

(ii) Inhomogene Dgl. mit homogenen Anfangs– und Randdaten

v∗∗
t − v∗∗

xx = e−t sin(2x) x ∈ (0, π) , t ∈ R+,

v∗∗(x, 0) = 0 x ∈ (0, π) ,

v∗∗(0, t) = v∗∗(π, t) = 0 t ∈ R+ .

Ansatz:
v∗∗ =

∞∑
k=1

ak(t) sin(kx) , ak(0) = 0

Einsetzen in die Dgl ergibt
∞∑

k=1

[
ȧk(t) + k2ak(t)

]
sin(kx) = e−t sin(2x)

Damit erhalten wir ak(t) ≡ 0 für k ̸= 2 und die gewöhnliche Dgl

ȧ2(t) + 4a2(t) = e−t

für a2 . Die Lösung der zugehörigen homogenen Gleichung lautet

a2,h(t) = Ce−4t
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Der Ansatz a2(t) = C(t)e−4t liefert

Ċ(t) e−4t = e−t ⇐⇒ C(t) = c + 1
3 e3t z.B. a2,p(t) = 1

3 e−t

a2(t) = c e−4t + 1
3 e−t und mit a2(0) = 0 folgt c = −1/3

a2(t) = 1
3

(
e−t − e−4t

)
v∗∗(x, t) = 1

3
(
e−t − e−4t

)
sin(2x)

c) Mit den Bezeichnungen aus a) und b) gilt

v(x, t) = v∗(x, t) + v∗∗(x, t) = 1
6

(
2e−t + e−4t

)
sin(2x) ·

und
u(x, t) = v(x, t) + t = 1

6
(
2e−t + e−4t

)
sin(2x) + t .
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