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Differentialgleichungen II fiir Studierende der
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Blatt 6, Hausaufgaben

Aufgabe 1: (Klausur, Prof. Behrens 2022, 7 Punkte)

a) Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

Up — DUy = %x sin(7t) fur z € (0,4),t > 0,
u(z,0) = 2sin(mz) + 3sin(27z) fur = € [0, 4],
u(0,t) =0, wu(4,t) = 1— cos(rwt) fir ¢t > 0.

Uberfiihren Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der Randdaten
in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randdaten.

b) Losen Sie die folgende Anfangsrandwertaufgabe:

Uy — DUgy = 0 fir z € (0,4),t > 0,
v(x,0) = 2sin(mz) + 3sin(27x) fur = € [0, 4],
v(0,t) =0, wv(4,t)=0 fir ¢ > 0.

¢) Geben Sie die Losung fiur die Anfangsrandwertaufgabe aus Teil a) an.
Losung:
a) Homogenisierung;:

v(x,t) =u(z,t) —0— 1(1 — cos(mt) — 0) = u(z,t) — 1 (1 — cos(mt))

oder
u(z,t) = vz, t) + 2(1 — cos(nt)). [1 Punkt]
Dann gilt:

T |
Uy = vy + Ve sin(mt), Vg = Ugy
Neue DGL: v + % sin(mt) — 5vg, = Tfsin(nt) <=
’ Vp — DUpp = 0 ‘ [1 Punkt]
Anfangswerte:

o(x,0) = ulz,0) — 2(1 — cos(0))

= 2sin(nz) + 3sin(2rz) — 0 <=

v(x,0) = 2sin(rz) + 3sin(27x)

Randwerte : v(0,t) = v(4,t) = 0 [1 Punkt]
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b) Mit w =7 und ¢ =5 gilt:

© —cw?k2t . 0 _5k2ﬂ'2t . k'ﬂ_
v(z,t) = Y age sin(kwz) = > are” o sm(zx) (1 Punkt)
k=1 k=1
Einsetzen der Anfangswerte ergibt:

4
— ay=2,a3=3,a;,=0 VEk ¢ {4,8}.

o(z,0) = ©°, apsin(2) = 2sin(rz) + 3sin(2r2)

42,2 4 8252 8
v(x,t) = 2 T sin(%x) + 3¢ "t sin(%m) [2 Punkte]
¢) Fiir die Losung von a) erhalten wir somit
u(z,t) = vz, t) + 2 (1 — cos(nt))

2e7 5™ sin(rz) 4+ 3¢ 207" sin(27z) + %(1 — cos(nt)).  [1Punkt]
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Aufgabe 2

a) Leiten Sie mit Hilfe eines Produktansatzes die in der Vorlesung 10 (Seite 18) gegebene
Reihendarstellung fiir die Losung des folgenden Neumann Problems her.

U = Ugy, O<x<l1,t>0,
u(z,0) = g(x), 0<z<l,
u(0,8) = wu(1,t)=0 t>0.

b) Losen Sie die Anfangsrandwertaufgabe aus a) mit g(x) = 2rx — sin(27x) .
Tipp: 2sin(a) - cos(B) = sin(a + ) + sin(a — ).

Losung:

a) Kurze Version: Aus der Vorlesung wissen wir, dass der Ansatz wuy(x,t) = vg(z) - wi(t)
mit L =1 zu

vg(x) = cos(kmz), und wy(t) = e, k e Ny

fithrt.
Ganz lange Version: Der Ansatz u(x,t) = v(x) - w(t) liefert:
V' =—-Av, w=- w, V(0)=0(1)=0.

Fallunterscheidung unter der Voraussetzung, dass die Losung nicht identisch verschwin-

det:
A=0=v(x)=ag+byx, vV =0=0

= vo(z) = ag .
A< 0= v(z) =aeV N +be VN
V(0)=0<=a=0b
V(1) =0 = avV=A(eVr—e V) =0
— (u O)V(eﬁ:e e N = ) Widerspruch !

A > 0= v(z) = acos(vVAx) + bsin(vV A x)

1

V(1) = 0= (u=0)V (sin(VA) = 0 <= \, = k*n?).

Insgesamt erhalten wir also
vg(x) = cos(kmz), k€ Ny.
Fiir die Zeitkomponente rechnet man leicht nach

wi(t) = e ™ ke Ny,

Als Reihendarstellung fiir die Losung hat man also

u(z, :EO—FZae Bt cos(kma) .
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Zu erfullen:
%o

5 + > agcos(krz).

k=1

u(z,0) =

Zur Bestimmung der Koeffizienten setzt man ¢ gerade und 2— periodisch fort und
bestimmt die Fourierkoeffizienten

1
ap = 2/ g(x) cos(kmz) dz .
0
b) Fir k ¢ {0,2} rechnet man fir g(z) = 27z — sin(27z) .
1
ai =2 / (2mx — sin(27x)) cos(kmx) dx
0

1 1
=2 / 2z cos(kmrx) de — 2 / sin(2mz) cos(kmx) dx
0 0

=dnzx sm(l:m) 1 — 4 /01 Smg{:x) dx — /01 sin(2mx + krx) + sin(2nx — krx) do
4 cos(kma)! cos((k + 2)mx) ! cos((—k +2)mx) !

= okl T T | T T R,

_ ];‘W (cos(km) — 1) + Wlm (cos((k + 2)7) — 1) — <(k_12)7T cos((—k + 2)m) — 1)

4 . 1 1
=g (D 1) ((k: “r it 2)7r> (cos(hm) 1)
4 4 . 16- (1= (—1)*)
B (k;%r - (k2—4)7r> (=08 -1) = ( k2 (k2 — d)n )

Fuar k =0 erhélt man

1
ag = 2 /0 2nx — sin(2nx) de = 2w

und fir k£ =2

1
as =2 / 2mx cos(2mx) — sin(27wz) cos(2mz)dx
0

= Qir ((—1)2 - 1) - /01 sin(4rz)dx = 0.



