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Differentialgleichungen II fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Blatt 5, Prasenzaufgaben

Aufgabe 1:
Bestimmen Sie eine Losung der folgenden Aufgabe

Av=0 fﬁr0§x2+y2<9,

v(x,y) :g(m—y) auf 22 +y* =9.
Hinweise:

o Verwenden Sie Polarkoordinaten und einen geeigneten Produktansatz.
o cos(2¢) = 2cos?(p) — 1, sin(2¢) = 2sin(¢) cos(¢) .

Losung:

Wir verwenden Sie Polarkoordinaten x = rcos(¢), y = rsin(¢), und
v(@(r, ¢),y(r,¢)) = u(r, o) .

Dann lautet die Randbedingung:

u(3,9) = (x(3,6),y(3,9)) = v3eos(d),35n(6)) = > (3c05(5) ~ 3sin(9))

Aus der Horsaaliibung kennen wir die allgemeine Losung:

u(r, @) = co + doIn(r) + Z (ckr_k + dkrk)(ak cos(ko) + b sin(ko))

Da die Losung im Inneren eines Kreises um Null definiert (insbesondere auch beschrankt)
sein soll, kommen die negativen Potenzen und der In— Term nicht in Frage. Daher erhalten
wir 0.E.d.A. mit d =1 die Losungsdarstellung:

u(r, @) = ap + i (ax cos(ke) + by sin(ke)) r* .

k=1

Die Randdaten liefern noch die Bedingung

uw(3,0) = ag + i (ax cos(ke) + by sin(ke)) 3F
k=1

L cos(9) (cos(9) — sin(@)) = cos’() — sin(6) cos($) = = (1 + cos(2¢) — sin(2)) -

N | —
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Ein Koeffizientenvergleich ergibt dann

ap + (az cos(2¢) + bysin(2¢)) - 32 = ; (1 + cos(2¢) — sin(2¢))

1
= qg = ; und ag = —by = 8 und damit die Losung
1 r? r?
u(r, @) = 3 + 1 cos(2¢) — I sin(2¢) .
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Aufgabe 2:

Losen Sie die folgenden Dirichletprobleme

a)

Av =10 auf (0,2) x (0,1),
v(x,0) = sin(mx), z € (0,2),
v(z,1) = 0, z € (0,2),
v(0,9) = 0, ye(0,1)
v(2,y) =0, y € (0,1)
b)
Aw =0 auf (0,2) x (0,1),
w(x,0) = 0, z € (0,2),
w(x,1) = —5sin(27rx), z € (0,2),
w(0,y) =0, y € (0,1)
w(2,y) = 0, y € (0,1)
° Au=0 auf (0,2) x (0,1),
u(z,0) = 6sin(mx), z € (0,2),
u(z,1) = 5sin(27z), x € (0,2),
u(0,y) = 0, y e (0,1)
u(2,y) =0, ye(0,1)
Losung:

a) Ein Produktansatz der Form v(z,y) = X(2)Y (y) fithrt auf die gewohnlichen Differenti-
algleichungen
X' = AX, Y"=\Y

Fiir nicht triviale Losungen v #Z 0 liefern die Randdaten

v(0,y) = X(O)Y (y) = 0= X(0) =0,
v(2,y) = X(2)Y(y) =0 = X(2) =0,
v(z, 1) =X(2)Y(1)=0=Y(1)=0

Aufgrund der beiden Nullrandwerte fiir X losen wir zundchst die Randwertaufgabe
X"=-)X, X(0)=0, X(2)=0.

Dabei erhalten wir(wie auf Blatt 1 Prasenzaufgaben) nur fiir positive A nichttriviale Losun-
gen

X(z) = Ay cos(VAzx) + By sin(vVAzx)
X(0)=0= A,=0, X(2)=0=>2/\=knr

Xi(x) = sin(k;a:), keN
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Mit diesen \-Werten wird die Differentialgleichung fiir Y gelost.

Y" = (;) Y — Yk(y) = Ak€_%y + Bke%y

kn
2

Yk<1> =0= Akei% +Brez =0=— A = —ek”Bk
= Yi(y) = By (e%ﬂy — ek”e‘%ﬂy)

Mit Hilfe des Superpositionsprinzips erhalten wir die Funktion v(z,y) als Linearkombination
der Xi(z)Yx(z), k € N und machen ohne Diskussion der Konvergenz den Reihenansatz

i T s k
v(z,y) = o (e%y - ek”e’%y> sin(%x}.
k=1

Die Koeffizienten ¢, erhalten wir nun aus der noch nicht verwendeten Randbedingung
v(x,0) = sin(mrz) . Es gilt:
|

v(z,0) = i Ck (1 - ek”) sin(k;x) = sin(7z)

=1

o

= (1—€) =1, ¢, =0,k #2
Also insgesamt:
TY _ 2T ,—TY
v(z,y) = % sin(mz).

b) Fir das zweite Problem erhalten wir véllig analog
Xy(z) = sin(*Zx), Yi(y) = Ape™ 5V + Bre'sy
Hier lautet die dritte Null Randbedingung

Y(0) =0= Yi(y) = A+ B, =0 = B, =—A4;.

w(z,y) = Ay (e_%ﬂy — e%ﬂy) sin(k;x).
k=1

Die Koeffizienten A, erhalten wir nun aus der noch nicht verwendeten Randbedingung
w(x,1) = 5sin(27z) . Es gilt:

km kﬂ' !

w(z, 1) =Y Ay (e_%ﬂ — 67) sin(7x) = —bsin(27x).
k=1

— A, (e—% - e%) = -5, Ay =0,k #4

Also insgesamt:
A7 6—27ry _ 627ry

w(x,y) = Ay - (6_47%’ — e%y) sin(jx) =5 pr— sin(2mx).

c) Wegen der Linearitat der Differentialgleichung erhdlt man u = 6v — w.
Bearbeitung am 12-16.06.2023



