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Aufgabe 1:

a) Gesucht sei eine Losung der Laplace-Gleichung Av(z,y) = 0 in einem rotationssym-
metrischen Gebiet, zum Beispiel in einem Kreisring. Das Gebiet lasst sich dann mittels
Polarkoordinaten besser beschreiben. Man geht dafiir iiber zu

r=rcos¢, y=rsing, und
v(a(r, @), y(r,¢)) = u(r,¢) .
Zeigen Sie, dass fir r # 0 folgende Aquivalenz gilt:
T2 Uy + 17Uy + Upy = 0 == 17 (Vg +0y,) = 0.
b) Bestimmen Sie eine Losung der folgenden Randwertaufgabe:
Aw) =0 firl<az®+y* <4,
v(z,y) =1 auf2®+y* =1,
v(z,y) =2 auf 2°+y* = 4.

Tipp: Gehen Sie zu Polarkoordinaten iiber. Die Randdaten sind unabhéngig von ¢ .
Versuchen Sie es daher mit dem Ansatz

v(w,y) = u(r, @) = w(r).

Losung:

a)
Up = Vg - Tp + Uy - Yp = €OS(@)v, + sin(¢)v,
Up = Uy - Ty + Uy - Yp = —rsin(@)v, + 1 cos(P)vy,
Upy = Vgy 087 (@) + 20y, c0s(9) sin(¢) + vy, sin’(¢)
Ups = Vpat? SIN(P) + 20,77 cos(B)(— sin(¢)) + vy, r* cos?(¢) — 1 cos(¢)v, — rsin(¢)v,
Einsetzen in die Differentialgleichung

r2u,, + ru, + Upp = (r cos”(¢) + 2 sin (Cb))vm

“(
+ (2r% cos(¢) sin(¢) — 2r? cos(¢) sin(¢))) v,
+ (r?sin® (@) + 1% cos?(¢) ) vy,

+ rcos(¢)v, + rsin(¢)v, — rcos(p)v, — rsin(g)v,
=7’ (Vzz + Vyy) -
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b) Wir gehen nicht nur iiber zu Polarkoordinaten, sondern machen wegen der Art der

Randbedingungen sogar den Ansatz v(x,y) = u(r,¢) = w(r). Nach Teil a) erhalten
wir die Differentialgleichung

]‘ " 1 /
Uy + —Up + —Ugp = W + —w = 0.
r P2 99 r

Wir haben also eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir g := w'.
g(r)=—1g(r) = ¥ = —% = In(|gl}) = —(|r[]) + &
= g(r) = e w'(r) . Hieraus erhalten wir
r
u(r, ) = w(r) = cln(r) +d.

Die Randwerte liefern

u(l,90) =1 = cln(l)+d=1 = d=1.

uw(2,0) =2 = cln(2)+1=2 = c¢= lnz2)
1

u(r, @) :ln(2) In(r) + 1.

v(z,y) _Invet+y? + 1.

In(2)
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Aufgabe 2

0 fir k € N gerade,
a) Zeigen Sie, dass durch a, = 0,Vk € Ny, [ = 8
(km)?

firk € N ungerade

die Fourierkoeffizienten der Fourierreihe

% > (ak cos(kmy) + Bisin(kmry))
ki

der ungeraden, 2—periodischen Fortsetzung von
9(y) =y’ —y, 0<y<1
gegeben sind.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe eines geeigneten Produktansatzes und unter Verwendung von
a) die Losung der Randwertaufgabe

Au(z,y) =0 x € (0,1), y € (0,1),
u(z,0) =0 x € [0,1],
uw(z,1) =0 x € [0,1],
w0,y) =9(y) =y* —y y €[0,1],
u(l,y) =0 y €10,1].

Losung:

a) Es gilt ay = 0, da die fortgesetzte Funktion ungerade ist. Fir die fj erhdlt man

™

B = 2/01 (y* — y)sin(kmy)dy = 2 [(?ﬁ - y)_COZE:Wy)L + 2/01 (2y — 1) Cosgmy)dy

i)' 4+ snibry),

-2 (2y — 1) =

I km km Jo e Y
4 cos(kmy) ! B 0 fiir k gerade
- (k)2 N PR (or)? fir k ungerade

b) Einsetzen des Produktansatzes u(z,y) = v(z)w(y) in die Differentialgleichung liefert
2

1
V'(x)w(y) +v(x)w"(y) =0 = =% )\ \konstant.
v w
Die Randwerte u(z,0) und u(z,1) =0 liefern w(0) = w(1) = 0. Die Losungen der

Eigenwertaufgabe

lauten nach Blatt 1, Prasenzaufgabe 1
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wi(y) = cpsin(kmy),  wobei A\, = k*m”.

"
Die zweite Differentialgleichung — = k?7? hat die Losungen
v

vp() = et + e k.

Jede Funktion wuy(z,y) = vi(x)-wi(y) 16st die lineare Differentialgleichung und somit
auch jede endliche Linearkombination dieser Losungen. Ohne Diskussion der Konver-
genz machen wir den Ansatz

U(xa y) = Z Sin(/{:ﬂ'y) (dkekﬂm + Bke_kﬂz) ‘
k=1

Aus der noch nicht verwendeten Randbedingung u(1,y) = v(1)w(y) = 0 folgt
dkek” + Bke"m =0 < Z;k = —&ke%”

und damit
oo

Z Qg sin k’/Ty ( krr €2k7r 6714371'93) ]

Die letzte Randbedingung lautet:
u(0,y) = Y aysin(kmy) (1 - e%”) =y —y.
k=1

Mit den Fourierkoeffizienten 3, der Funktion y? —y bei Entwicklung nach den Funk-
tionen sin(kwy) aus Teil a) gilt also

Br = ay (1 — 62’”)

oder
Bk
ar = 1 — e2km '
und damit
> 5k . T T _—knx
u(z,y) = > msm(kmy) (ek — e ek )
k=1
o - Bk : krx—km —knx+km
= Z wSln(kﬂ'y) (6 — € )
k=1
_ - B : km(x—1) —km(z—1)
= Z wsln(kﬂ'y) (6 — € )
k=1

Wer lieber mit den hyperbolischen Funktionen arbeitet erhalt

Z — smh e (o) sin(kmy) - sinh(km(x — 1)).

k=1



