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Aufgabe 1:

a) Gesucht sei eine Lösung der Laplace-Gleichung ∆v(x, y) = 0 in einem rotationssym-
metrischen Gebiet, zum Beispiel in einem Kreisring. Das Gebiet lässt sich dann mittels
Polarkoordinaten besser beschreiben. Man geht dafür über zu
x = r cos ϕ , y = r sin ϕ , und
v(x(r, ϕ), y(r, ϕ)) = u(r, ϕ) .
Zeigen Sie, dass für r ̸= 0 folgende Äquivalenz gilt:

r2urr + rur + uφφ = 0 ⇐⇒ r2 (vxx + vyy) = 0 .

b) Bestimmen Sie eine Lösung der folgenden Randwertaufgabe:
∆(v) = 0 für 1 < x2 + y2 < 4,

v(x, y) = 1 auf x2 + y2 = 1,

v(x, y) = 2 auf x2 + y2 = 4.

Tipp: Gehen Sie zu Polarkoordinaten über. Die Randdaten sind unabhängig von ϕ .
Versuchen Sie es daher mit dem Ansatz

v(x, y) = u(r, ϕ) = w(r).

Lösung:

a)
ur = vx · xr + vy · yr = cos(ϕ)vx + sin(ϕ)vy

uϕ = vx · xϕ + vy · yϕ = −r sin(ϕ)vx + r cos(ϕ)vy

urr = vxx cos2(ϕ) + 2vxy cos(ϕ) sin(ϕ) + vyy sin2(ϕ)
uϕϕ = vxxr2 sin2(ϕ) + 2vxyr2 cos(ϕ)(− sin(ϕ)) + vyyr2 cos2(ϕ) − r cos(ϕ)vx − r sin(ϕ)vy

Einsetzen in die Differentialgleichung
r2urr + rur + uϕϕ = (r2 cos2(ϕ) + r2 sin2(ϕ))vxx

+ (2r2 cos(ϕ) sin(ϕ) − 2r2 cos(ϕ) sin(ϕ)))vxy

+ (r2 sin2(ϕ) + r2 cos2(ϕ))vyy

+ r cos(ϕ)vx + r sin(ϕ)vy − r cos(ϕ)vx − r sin(ϕ)vy

= r2(vxx + vyy) .
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b) Wir gehen nicht nur über zu Polarkoordinaten, sondern machen wegen der Art der
Randbedingungen sogar den Ansatz v(x, y) = u(r, ϕ) = w(r) . Nach Teil a) erhalten
wir die Differentialgleichung

urr + 1
r

ur + 1
r2 uϕϕ = w′′ + 1

r
w′ = 0.

Wir haben also eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung für g := w′ .
g′(r) = −1

r
g(r) =⇒ dg

g
= −dr

r
=⇒ ln(|g|]) = − ln(|r|]) + k

=⇒ g(r) = c

r
= w′(r) . Hieraus erhalten wir

u(r, ϕ) = w(r) = c ln(r) + d.

Die Randwerte liefern

u(1, ϕ) =1 =⇒ c ln(1) + d = 1 =⇒ d = 1.

u(2, ϕ) =2 =⇒ c ln(2) + 1 = 2 =⇒ c = 1
ln(2) .

u(r, ϕ) = 1
ln(2) ln(r) + 1.

v(x, y) =ln
√

x2 + y2

ln(2) + 1.
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Aufgabe 2:

a) Zeigen Sie, dass durch ak = 0, ∀k ∈ N0, βk =


0 für k ∈ N gerade,

− 8
(kπ)3 fürk ∈ N ungerade

die Fourierkoeffizienten der Fourierreihe

a0

2 +
∞∑

k=1
(ak cos(kπy) + βk sin(kπy))

der ungeraden, 2–periodischen Fortsetzung von

g(y) = y2 − y, 0 ≤ y ≤ 1

gegeben sind.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe eines geeigneten Produktansatzes und unter Verwendung von
a) die Lösung der Randwertaufgabe

∆u(x, y) = 0 x ∈ (0, 1), y ∈ (0, 1),
u(x, 0) = 0 x ∈ [0, 1] ,
u(x, 1) = 0 x ∈ [0, 1] ,
u(0, y) = g(y) = y2 − y y ∈ [0, 1] ,
u(1, y) = 0 y ∈ [0, 1] .

Lösung:

a) Es gilt ak = 0 , da die fortgesetzte Funktion ungerade ist. Für die βk erhält man

βk = 2
∫ 1

0
(y2 − y) sin(kπy)dy = 2

[
(y2 − y)− cos(kπy)

kπ

]1

0
+ 2

∫ 1

0
(2y − 1) cos(kπy)

kπ
dy

= 2
kπ

[
(2y − 1)sin(kπy)

kπ

]1

0
− 4

kπ

∫ 1

0

sin(kπy)
kπ

dy

= 4
(kπ)2

[
cos(kπy)

kπ

]1

0
=


0 für k gerade

− 8
(kπ)3 für k ungerade

b) Einsetzen des Produktansatzes u(x, y) = v(x)w(y) in die Differentialgleichung liefert

v′′(x)w(y) + v(x)w′′(y) = 0 =⇒ v′′

v
= −w′′

w
= λ λ konstant .

Die Randwerte u(x, 0) und u(x, 1) = 0 liefern w(0) = w(1) = 0 . Die Lösungen der
Eigenwertaufgabe

w′′ = −λw, w(0) = w(1) = 0

lauten nach Blatt 1, Präsenzaufgabe 1
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wk(y) = ck sin(kπy), wobei λk = k2π2.

Die zweite Differentialgleichung v′′

v
= k2π2 hat die Lösungen

vk(x) = ãkekπx + b̃ke−kπx.

Jede Funktion uk(x, y) = vk(x) ·wk(y) löst die lineare Differentialgleichung und somit
auch jede endliche Linearkombination dieser Lösungen. Ohne Diskussion der Konver-
genz machen wir den Ansatz

u(x, y) =
∞∑

k=1
sin(kπy)

(
ãkekπx + b̃ke−kπx

)
.

Aus der noch nicht verwendeten Randbedingung u(1, y) = v(1)w(y) = 0 folgt
ãkekπ + b̃ke−kπ = 0 ⇐⇒ b̃k = −ãke2kπ

und damit

u(x, y) =
∞∑

k=1
ãk sin(kπy)

(
ekπx − e2kπ e−kπx

)
.

Die letzte Randbedingung lautet:

u(0, y) =
∞∑

k=1
ãk sin(kπy)

(
1 − e2kπ

)
= y2 − y .

Mit den Fourierkoeffizienten βk der Funktion y2 − y bei Entwicklung nach den Funk-
tionen sin(kπy) aus Teil a) gilt also
βk = ãk

(
1 − e2kπ

)
oder

ãk = βk

1 − e2kπ
.

und damit

u(x, y) =
∞∑

k=1

βk

1 − e2kπ
sin(kπy)

(
ekπx − e2kπ e−kπx

)

=
∞∑

k=1

βk

e−kπ − ekπ
sin(kπy)

(
ekπx−kπ − e−kπx+kπ

)
.

=
∞∑

k=1

βk

e−kπ − ekπ
sin(kπy)

(
ekπ(x−1) − e−kπ(x−1)

)
.

Wer lieber mit den hyperbolischen Funktionen arbeitet erhält

u(x, y) =
∞∑

k=1

βk

− sinh(kπ) sin(kπy) · sinh(kπ(x − 1)).


