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Aufgabe 1: Bestimmen Sie den Typ folgender Differentialgleichungen

a) 2uxx − 8uxy + 8uyy + uy = u ,

b) 2uxy + uyy + xux = cos(y) ,

c) 3uxx + 2uxy + uyy = 0 ,

d) uxx + exuyy + sin(x)(ux + uy) = y + x ,

e) (x2 + y2)uxx + 2(x + y)uxy + uyy = 0 .

Lösung :

a) 2uxx − 8uxy + 8uyy + uy = u

2 · 8 − 42 = 0 parabolisch .

b) 2uxy + uyy + xux = cos(y)
1 · 0 − 1 = −1 hyperbolisch .

c) 3uxx + 2uxy + uyy = 0
3 · 1 − 12 = 2 elliptisch .

d) uxx + exuyy + . . . = . . .

1 · ex − 02 > 0 elliptisch .
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e) (x2 + y2)uxx + 2(x + y)uxy + uyy = 0

x2 + y2 − (x + y)2 = −2xy


parabolisch für xy = 0,

hyperbolisch für xy > 0,

elliptisch für xy < 0.

ellipt. hyp
parabolisch → −−−−−−−−−−−−−−→hyp ellipt.

↑
parabolisch
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Aufgabe 2: Gegeben sei die Anfangswertaufgabe
uxx − 3uxt − 4utt = 0 für x ∈ R, t ∈ R+

u(x, 0) = 0 für x ∈ R,

ut(x, 0) = 2xe−x2
. für x ∈ R.

Lösen Sie die Aufgabe mit Hilfe der Substitution α = x + t
4 , µ = x − t .

Hinweis: Berechnen Sie vαµ für v(α, µ) := u(x(α, µ), t(α, µ)) .
Alternativ: Umrechnen der Ableitungen nach x, t in Ableitungen nach α, µ .
Lösung:

Mit der Substitution α = x + t
4 , µ = x − t erhalten wir

x = 4α + µ

5 , t = 4α − 4µ

5 ,

also
u(x, t) = u(x(α, µ), t(α, µ)) = u

(4α + µ

5 ,
4α − 4µ

5

)
=: v(α, µ)

Erster Vorschlag für die Transformation der Differentialgleichung:

vα = ux · dx

dα
+ ut · dt

dα
= 4

5ux + 4
5ut

vαµ =
(

uxx · dx

dα
· dx

dµ
+ uxt · dx

dα
· dt

dµ

)
+
(

utx · dt

dα
· dx

dµ
+ utt · dt

dα
· dt

dµ

)

= 4
25uxx − 16

25uxt + 4
25utx − 16

25utt = 4
25 (uxx − 4uxt + uxt − 4utt)

Für jede zwei mal stetig differenzierbare Lösung der ursprünglichen Differentialgleichung gilt
mit den eingeführten Bezeichnungen also vαµ = 0.

Alternativer Weg für die Transformation: Für zwei mal stetig differenzierbare Funk-
tionen u und v gilt mit den oben eingeführten Bezeichnungen α = x + t

4 , µ = x − t
und u(x, t) =: v(α, µ) = v(α(x, t), µ(x, t)) :

ux = vα · αx + vµ · µx = vα + vµ

ut = vα · αt + vµ · µt = 1
4vα − vµ

uxx = vαααx + vαµµx · +vµα · αx + vµµ · µx = vαα + 2vαµ + vµµ

uxt = vαα · αt + vαµ · µt + vµα · αt + vµµ · µt = 1
4vαα − 3

4vαµ − vµµ

utt = 1
4vαα · αt + 1

4vαµ · µt − vµα · αt − vµµ · µt = 1
16vαα − 1

2vαµ + vµµ

uxx − 3uxt − 4utt = 1vαα+2vαµ + 1vµµ

−3
4vαα+9

4vαµ + 3vµµ

−1
4vαα+2vαµ − 4vµµ

=25
4 vαµ = 0 ⇐⇒ vαµ = 0
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Weiterer alternativer Weg für die Transformation:

Matrixschreibweise: (∇T A ∇)u + (bT ∇)u + cu = h .
Hier

DGL: (∇T A∇)u = ∇T

(
1 −3

2
−3

2 −4

)
∇ · u = 0

Mit ST :=
(

1 1
4

1 −1

)
gilt für v die Differentialgleichung

∇T
αµ S T A S ∇αµ v = 0.

Wobei S T A S =
(

1 1
4

1 −1

)(
1 −3

2
−3

2 −4

)(
1 1
1
4 −1

)
=
(

0 20
8

20
8 0

)

Für v erhält man also die Differentialgleichung vαµ = 0

Lösung der transformierten Differentialgleichung

Aus (vα)µ = 0 folgt, dass vα unabhängig von µ ist.

v(α, µ)α = ϕ(α)
∫

dα
=⇒ v(α, µ) = Φ(α) + χ(µ)

bzw.
u(x, t) = v(α, µ) = Φ(x + t

4) + χ(x − t)

mit hinreichend glatten Funktionen Φ und χ .

Aus den Anfangswerten ergeben sich die zwei Bedingungen

u(x, 0) = Φ(x) + χ(x) != 0 sowie

ut(x, 0) = 1
4Φ′(x) − χ′(x) != 2xe−x2 ⇒ 1

4Φ(x) − χ(x) !=
∫ x

x0
2ze−z2

dz = −e−z2
∣∣∣x
x0

.

Addiert man beide Gleichungen, so erhält man

5
4Φ(x) = −e−x2 + e−x2

0 .

Subtrahiert man das Vierfache der zweiten Gleichung von der ersten erhält man

5χ(x) = 4e−x2 − 4e−x2
0 .

Die Lösung der Anfangswertaufgabe ist daher gegeben durch

u(x, t) = Φ(x + t

4) + χ(x − t) = −4
5e−(x+ t

4 )2 + 4
5e−(x−t)2

.


