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Aufgabe 1: Bestimmen Sie den Typ folgender Differentialgleichungen

a) Uy — SUgy + Stiyy + uy = u,

b) 2ugy + uyy + xu, = cos(y) ,

€) BUgy + 2Uyy + Uy, =0,

d) gy + e uy, +sin(z)(u, +uy) =y + 2,

e) (22 + y* )t + 2(x + Y)tyy + Uy, = 0.

Losung :

a) 2Upy — SUgy + Suyy +uy = u

2-8—42=0 parabolisch .

b) 2ug, + uyy + zu, = cos(y)
1-0-1=-1 hyperbolisch .

€) BUyy + 2Ugy + Uy =0
3-1-12=2 elliptisch .

d) Upy + € uyy + ... =
1-e*—02>0 elliptisch .
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e) (2% 4 y*)Ugs + 2(x + Y)Usy + Uy, =0

parabolisch fir 2y =0,

22 +y? — (v +y)? = -2y hyperbolisch fiir zy > 0,
elliptisch fiir xy < 0.
] ellipt. ‘ hyp
parabolisch — hyp ‘ oTTipt.
/]\

parabolisch
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Aufgabe 2: Gegeben sei die Anfangswertaufgabe
Upy — Uy — 4duy = 0 firz eR, t € RT
u(z,0) =0 firzeR,
u(z,0) = 2z firz € R.

Lésen Sie die Aufgabe mit Hilfe der Substitution o =2+ %, =2z —1t.

Hinweis: Berechnen Sie v,, fir v(a,p) = u(x(a, p), t(o, 1)) .
Alternativ: Umrechnen der Ableitungen nach x,t in Ableitungen nach o, .

Losung:

Mit der Substitution o =z + £, = —t erhalten wir

4o+ p dov — 4p
T = L t=—
5 5
also
da+p 4o —4p
- )Z:v(a,u)

ula, ) = ula (o, ). o ) = (

Erster Vorschlag fiir die Transformation der Differentialgleichung:

dzx dt 4 4
—Ugp + Z Ut

da M T 5T
( dr dx dx dt) < dt dx dt dt)
Vap = \ Uz * 75— " 7~ T Ugt " = |+ | Ue " - —— + Uy

do dp " da du doa du “da du
4 16 4 16 4
= %Um - %uxt + %Um - %Utt = 55 (Ugy — gy + Ugy — duyy)

Fiir jede zwei mal stetig differenzierbare Losung der urspriinglichen Differentialgleichung gilt
mit den eingefiithrten Bezeichnungen also

Alternativer Weg fiir die Transformation: Fiir zwei mal stetig differenzierbare Funk-
tionen v und v gilt mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen o = z + i, w=ux—t
und (e, 1) = vl 1) = v(alz, £), plz,1)):

Uy = Vo * Oz + Uy * g = Vo + Uy

Up = Vo - O + Uy - oy = Zva_vu
Uzy = Vaally + Vapfa +Uua C Qg+ Vpp * e = Vaa + 27}04# + Vyp
1 3
Uyt = Vga * O + Vay + Mt + Vpa = Ot + Upp * Ut = Z'Uaa - Z'Ua,u — Vup
- ! -
Ut = 7 Vaa * O “Vap * Ut — Upa Ot — Uy * Ut = 7ZVaa — ZVa v
4 4 H H K 16 92 H K

Uy — g — 4y = 1000 +200, + vy,

_Zvo‘a—i_iva“ + v,

— 1“%"’2%# — vy,
25

:va =0 <= |Vau=0
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Weiterer alternativer Weg fiir die Transformation:

Matrixschreibweise: (VI AV)u + (b'V)u+cu=h.

Hier
_3
DGL: (VTAV)U = VT (_13 _i) V-u=0
2

1
1

VL, STA SV, v =0.

et a1 OIN[1 A\ (1 1\_(0o 2
WobmSAS—(1 —1)\-2 -4\ 1) (2 g

Fiir v erhalt man also die Differentialgleichung m

1
Mit ST := ( _41> gilt flir v die Differentialgleichung

Losung der transformierten Differentialgleichung
Aus (v,), =0 folgt, dass v, unabhangig von g ist.
do
v(e, pa = ¢la) = v(a,u) = ®(a) + x (1)
bzw.

u(z,t) = v(a, u) = ®(x + i) + x(z — 1)

mit hinreichend glatten Funktionen & und Y.

Aus den Anfangswerten ergeben sich die zwei Bedingungen

u(z,0) = ®(z) + x(x) 20 sowie

1 1 x
u(x,0) = Z@'@) — Y (z) £ 2ze™™ = Z(I)@) — x(z) = / 2ze " dz = —e*
xo

2|

xo
Addiert man beide Gleichungen, so erhélt man

5
Zq)(x) = —e " + e,

Subtrahiert man das Vierfache der zweiten Gleichung von der ersten erhélt man

2 2

bx(x) =4e ™ —4de ™.

Die Losung der Anfangswertaufgabe ist daher gegeben durch

t 4 t\2 4 2
u(z,t) = O(x + 1) +x(r—t) = _ge*(ﬁz) + 567@%) _



