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Aufgabe 1:

Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Anfangswertaufgaben fir t € RT, z € R.
a) up+3u, =0 mit wu(z,0) =ug(x) =xe”.

1
b) 2u; + 2*u, = — mit u(z,0) = 2Ve 4.
u

Existiert die Losung fur alle t e RT, z € R?

Wenn nicht, kann die Losung in den Definitionsliicken stetig ergénzt werden?

Losung zu 1:

a) up+ 3u, =0 mit  u(x,0) = ze ",
Auf einer festen Charakteristik (¢, z(t)) gilt:
#(t)=3 = z(t) =c+3t,2(0) =c=xy=x — 3t.
u(t) =0 = wu ist auf der Charakteristik konstant!

Also
. {u(m,t) = u(xp,0) = u(x — 3t,0) = up(z — 3t)

u(z,0) = ze™®

= u(x,t) = (z — 3t)e” =3

1
b) Fir z = 0 erhalt man die gewdhnliche Dgl. 2u; = — mit der Losung u(0,t) = v/t + C'.
u
Der Anfangswert liefert C' = 4. Flir x # 0 rechnet man wie folgt.

dr 22 de  dt 1t t 1
dt 2 2 2 r 2 ! 7o Ty
du 1 2 - du = dt 2_¢4C Co=u—1t
dt_2u u u = u- = 2 2= U

ngf((]l)<:>u2— :f(;‘f“;)
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Aus den Anfangsdaten folgt

(u(r, 0))? 0= 4™ = (1)

Also b1

fly) = 42" — 42 =t +dexp (—4(2 + )_2)

x
(2.’13)2 / ;16;”2

U(I’,t):\lt+4exp <_4((tx_|—2)2 = t+46($+> .
Die Losung ist fir z(t) = —2/t nicht definiert. Fiir jedes feste ¢ € Rt gilt aber
2 =4/t* #0 und

—1622 —162°2
lim — 0 = so= lim e+12? =0
z——2/t (tx + 2)? a——2/t

und damit

lim  wu(z,t) =V,

x——2/t
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Aufgabe 2:

Ein einfaches Verkehrsflussmodell:

Wir betrachten einen eindimensionalen Fluss von Fahrzeugen entlang einer unendlich lan-
gen, einspurigen Fahrbahn. In einem sogenannten makroskopischen Modell betrachtet man

nicht einzelne Fahrzeuge, sondern den Gesamtfluss der Fahrzeuge. Dazu fiihren wir folgende
Groflen ein :

u(z,t) = (Langen-)Dichte der Fahrzeuge im Punkt x zum Zeitpunkt ¢

Fahrzeuge/Léngeneinheit im Punkt z zum Zeitpunkt ¢

v(xz,t) = Geschwindigkeit im Punkt x zum Zeitpunkt ¢,
q(z,t) = u(x,t) - v(x,t) = Fluss
= Anzahl Fahrzeuge, die x zum Zeitpunkt ¢ pro Zeiteinheit passieren.

a) Nehmen Sie an, dass es keine Ein— bzw. Ausfahrten gibt, dass keine Fahrzeuge ver-
schwinden, und dass keine neuen Fahrzeuge hinzukommen. Sei N(¢,a, Aa) := Anzahl
Fahrzeuge auf einem Ortsintervall [a,a + Aa] zum Zeitpunkt ¢. Machen Sie sich klar,
dass dann einerseits

a+Aa
N(t,a,Aa) = / u(z,t) dz

gilt und andererseits

¢
N(t,a,Aa) — N(tg,a,Aa) = / q(a,7) — qla + Aa, T)dT .

to

Leiten Sie hieraus die sogenannte Erhaltungsgleichung fiir die Masse (Anzahl Fahrzeu-

ge)
Uy + dx = 0

her.
Tipps zum Vorgehen:
o Leiten Sie beide Formeln fiir N nach ¢ ab. Beachten Sie dabei, dass fiir die

Ableitung Parameterabhédngiger Integrale bei hinreichender Glattheit von f die
folgende Leibniz—Regel gilt:

d [b@) b(z) / /
L fatyde = [ 4L byt + @) J0 ) ) Saala)

e Teilen Sie durch Aa.
o Betrachten Sie den Grenzfall Aa — 0.

b) Nehmen Sie zusétzlich an, dass die Geschwindigkeit nur von der Dichte abhangt:
v = v(u). Zeigen Sie, dass in diesem Fall die Gleichung

ou_ dg ou

ot + du  Ox
die Erhaltung der Masse beschreibt.
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¢) Wir nehmen nun in einem ersten einfachen Modell an, dass die Geschwindigkeit um-
gekehrt proportional zur Dichte wéchst und die Dichte positiv ist.

k
u(z,t)

Wie lautet die Kontinuitatsgleichung (=Erhaltungsgleichung fiir die Masse)?

v(x,t) = ¢ +

Losung:
a+Aa
a) Es gilt einerseits: N(t) = / u(zx,t)dx
¢
und andererseits: N(t) — N(ty) = / q(a,7) —qla+ Aa, 7)dr
Ableiten nach ¢ ergibt: —N = 5 / u(z,t)dr = q(a,t) — qla + Aa,t)

Lasst man nun Aa gegen Null gehen, so folgt bei hinreichender Glattheit der betei-
ligten Funktionen

1 jatda o qla+Aat) —glat)
Jim o [ S u(t) de = Jim - o
0 0
- au(aat) - = %Q(C% t)

Da diese Uberlegungen in jedem Punkt gelten, folgt die Kontinuitétsgleich. u;+q, = 0.

b) Eigentlich klar, denn in diesem Fall ist ¢(x,t) = u(z,t) - v(u(z,t)). Der Flul ¢ ist
also eine Funktion von u(z,t). Aus der Kettenregel folgt dann die Behauptung,.
Etwas ausfiihrlicher:

Mit q(z,t) = u(z,t) - v(u(z,t)) gilt einerseits

d U d

ﬁ : gx = - (u-v(w) uy = (v(u) +u-vy,) - uy

und andererseits

0 0

%q(x,t) p (u(x,t) - v(u(z, b)) =ug-v(u) +u-v, - uy
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c)

v(z,t) = ¢ + q(z,t) = c-ulx,t) + k

u(z,t)
Nach Teil b) lautet die Kontinuitatsgleichung also

Ou dq Ou  Ju ou

9 T or ot ¢ Y

Man erhalt also die lineare Transportgleichung.

Fir ¢ =3 wird diese Gleichung in Aufgabe 1a) gelost.

Bemerkung : Dies ist ein sehr einfaches, linearisiertes Modell. Es lasst z.B. beliebig
hohe Dichte und beliebig hohe Geschwindigkeit zu. Bei einem etwas realistischerem
Problem wiirden sich hier schon StoBwellen und Verdiinnungswellen ergeben (siehe

spitere Ubungen).

Abgabe bis: 28.04.23



