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Blatt 1, Prasenzaufgaben

Aufgabe 1: (Sieche DGL I)

a) Sei A eine beliebige fest vorgegebene reelle Zahl. Bestimmen Sie eine reelle Darstellung
der allgemeinen Losung der Differentialgleichung

y'(t) = Ay(t) = 0.

b) Sei L eine weitere fest vorgegebene positive reelle Zahl. Bestimmen Sie alle Losungen
der Randwertaufgabe

y'(t) = Ay(t) = 0 y(0) = y(L) =0.
Fir welche A € R besitzt die Randwertaufgabe nichttriviale Losungen?

Die \-werte, fiir die es nichttriviale Losungen (d.h. Losungen, die nicht konstant gleich
Null sind) gibt, heiflen Eigenwerte der Aufgabe. Die zugehorigen Losungen heiflen Ei-
genfunktionen.

Bemerkung: Die Lisungen dieser Eigenwertaufgabe werden im Laufe des Semesters

immer wieder benotigt!

Losungshinweise zur Aufgabe 1:

a) Nach DGL I berechnen wir das charakteristische Polynom : p*> — A = 0 mit den
Nullstellen

creVM 4 cpem VA A >0,
U1,2::|:\/X = y(t) =< c; + cot A =0,

c1 cos(vV—At) + ¢ sin(v—At) A<O0.

b) Im Fall A > 0 folgt aus dem Randwert fir ¢ = 0 unmittelbar ¢, = —¢; . Der Randwert
in L liefert dann:

c1 (eﬁL — e*ﬁL) =0= ¢ (62‘5L — 1) =0=c=0
In diesem Fall gibt es also nur die triviale Losung y(t) =0

Im Fall A = 0 ist die Losung eine lineare Funktion. Die einzige lineare Funktion, die
sowohl in t = 0, als auch in ¢t = L > 0 verschwindet, ist wieder die triviale Losung.

Im Fall A < 0 folgt aus dem Randwert fiir ¢ = 0 unmittelbar ¢; = 0. Der Randwert
in L liefert dann:

ey sin(v/—=AL)=0= =0V V/=AL=kn

2
Nichttriviale Losungen gibt es also nur fir A = — (’%) .
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Aufgabe 2) (Wiederholung Analysis II)

at te0,5]
Gegeben sei flt)y=4—-4 tels,1]
0 tell,2]

a) Skizzieren Sie die direkte 2-periodische Fortsetzung von f sowie die gerade bzw. un-
gerade 4-periodische Fortsetzung von f

b) Berechnen Sie die reelle Fourier-Reihe der ungeraden, 4-periodischen Fortsetzung von

f.

c¢) Berechnen Sie die reelle Fourier-Reihe der geraden, 4—periodischen Fortsetzung von f .

Zur Erinnerung:

Sei f:R — R integrierbar und periodisch mit der Periode 7" > 0, also
f&+1T) = f(t), VteR

2
Definiere die Kreisfrequenz w= 2" und bezeichne mit

T
n
T, := {g R—=R,g(t) = 9@ + Z (ar cos(kwt) + by sin(kwt)) , ak, by € R,}
k=1
den Raum aller T'— periodischen trigonometrischen Polynome vom Grad n versehen mit dem

T
Skalarprodukt: < f,g>:= %/0 f(t)-g(t)dt.

T
und der Norm lgll = %/ (g(t)*dt = /< g,9>.
0

Dann bilden die Funktionen { cos(kwt), sin(kwt) : keN }

1
V2’
ein Orthonormalsystem und die abgeschnittene Fourierreihe von f

n

folz):= — + Z (ay cos(kwt) + by sin(kwt))
k=1

mit 5 /T
ak == — / f(t) cos(kwt) dt, k € Ny,
T Jo
2 T
by = f/ £ sin(kwt)dt,  keN.
0

ist die beste Approximation fiir f aus 7, , dass heifit

1 f=full <l f=gll VgeTh.
4 (T/2
Ist f gerade so gilt by =0 und ay = T/ f(t) cos(kwt) dt ke Np.
0

4 (T/2
Ist f ungerade so gilt a;y =0 und by, = T/ f(¢t) sin(kwt) dt keN.
0
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Losungsskizze:

a)
E— | |
151
05
05|
-1
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Ungende 4erdiche Forketnng
a2 1 0 1 2 3 4
b) ar =0 da Funktion ungerade!
2r 7
T =4, W= —=—
T 2

-2 / ) sin(ht) dt = / 0 sin(“T 1)t

1/2 k k'
— " sin(T0yar + [ (4 — 4ty sin(Toyar
0 2 1/2 2
— cos k”t
1 +4 /

L [(1 _pzes(5Y)
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“ (2 b e k;t : 8 1 b 8 |sin k2 t !
:k;yr <§COS(T))+E ,g; ) +/€(2COS(4))_I<:7T[ IE; )]1
]_6 km ]-6 km . Lk o ]_6 e o

= o2 sin(F) — (em)? (sm(?) - sm(j)) = hn)? (2 sin(kr) — s1n(7))

Da f stetig und stiickweise stetig differenzierbar ist, konvergiert die Fourierreihe gegen
f:

-5

c) bpy=0 da Funktion gerade!

k7r o km o km
(2 sin( 1 —) - s1n(2)> sm(?t)

2r 7
T:4 —_ - = —
) w T 5

4 T/2 2 1/2 1 1 ]

T 0 0 0 1/2 9 5

Fir k£ € N rechnet man wie folgt.

T/2 2 k
/ ) cos(kwt) dt = / f(t) COS(lt)dt
T 0 2

1/2

km 1 k
= 4t cos(—t)dt + (4 —4t) cos(—ﬂt)dt
0 2 1/2 2

(ST

=4 [tsm g?t)] —4/0 7(7ﬂ )dt+4 [(1 —1) in(kgt)]l —

km km
0 2 2
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= k:i76r2 [2 oS (%r) — cos (%”) — 1}

Da f stetig, stiickweise stetig differenzierbar ist, konvergiert die Fourierreihe gegen f:
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