Fachbereich Mathematik der Universitait Hamburg SoSe 2023
Dr. Hanna Peywand Kiani 07.07.2023

Differentialgleichungen Il fiir Studierende der

Ingenieurwissenschaften
Formelsammlung fiir Produktansatze

Die ins Netz gestellten Unterlagen sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleich-
tern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen
unvollstandig und moglicherweise irrefiihrend!

Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veran-
staltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt nicht!

Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



In der Klausur:

Direkt die in VorIesung/HU erarbeiteten Losungsformeln verwenden!
Zusammenstellung einiger (nicht aller) geschlossener Losungsformeln
(ohne Gewéhr, bitte vor der Klausur mit Vorlesung/Formelsammlung abglei-
chen!)

Warmeleitungsgleichung
Laplace-Gleichung polar
Wellengleichung Anfangswertaufgabe

Wellengleichung Anfangsrandwertaufgabe



I) Warmeleitungsgleichung, Anfangsrandwertaufgabe (ARWA),
homogene Differentialgleichung, homogene Randwerte

U — ClUgy = 0 c>0,ze(0,L),t>0,
u(z,0) = uo(z) z € [0, L],
u(0,t) = 0 t >0,
u(L,t) =0 t >0,
u(z,t) = Z ake_cw2k2t sin(kwx) w = %
k=1
> |
u(x,0) = Z ay sin(kwzx) = ug(x) evtl. Koeffizientenvergleich
k=1

2 (P ,
ap = 7 / uo(af;) sm(kwx) dx falls Koeff'nvergleich nicht moglich
a



I1) Warmeleitungsgleichung, ARWA, inhomogene Differentialgleichung,
homogene Randwerte:

U — Clgy = h(x,t), re (0,L),t>0,c>0
w(z,0) =wuo(z),  z€(0,L)
u(0,t) =0 u(L,t) =0 t>0

u(x,t) = Z ax(t) sin(kwx) W= %
k=1

Lose Anfangswertaufgaben

dagft) (t) + ar(?) Ck;;TZ = ¢(t), ax(0) = by




Wobei

©.@)
Z ck(t) sin(kwx) = h(x,t) evtl. Koeffizientenvergleich moglich
k=1

sonst:

ci(t) = % /0 h(x,t) sin(kwz)dz

00
!

u(:r;, O) = Z by sin(kwaz) = uo(az) evtl. Koeffizientenvergleich
k=1

sonst:

2

L
b, = — / uo(x) sin(kwzx)dz
L Jo



I11) Warmeleitungsgleichung, ARWA, inhomogene Randwerte:

Up — CUgze = h(x, 1), re(0,L),t>0
u(x,0) = up(x), x € (0,L)
u(0,t) = f(t) u(L,t) = g(t) t>0

Randwerte homogenisieren

v(z,t) = u(z,t) — () — +(g(t) — (1))

ergibt neue Aufgabe fiir v mit homogenen Randwerten.

Falls neue Dgl. homogen : Fall I).
Falls neue Dgl. inhomogen : Fall II).



Laplace-Gleichung auf Ringen, Kreissegmenten,
Innerhalb oder auBBerhalb von Kreisscheiben etc.

Laplace Operator in Polarkoordinaten: x = rcos(¢), y = rsin(¢).

Au = 0 <— urr—l—%ur—l— T—12u¢¢ = 0.

u(r,¢) = co + doln(r) + Z (cur™® + dipr®)(ar cos(k¢) + by sin(ke))
k=1

Je nach Gebiet miissen nicht beschrankte Summanden ausgeschlossen werden.



Vorgehensweise auf dem AuBBenraum:
Au=0 fir (x* 4+ y* =)r? > R? und u(R, ¢) = up(¢):
Da die Losungen beschrankt bleiben sollen : d, =0, Vk.

4 Z r~ % (ag cos(ko) + by sin(k¢))
k=1

Es bleibt: _ 20
S el u 2

Zu erfiillen ist noch die Randbedingung u(R, ¢) = ug(¢).

Man erhalt die Losung

(r,¢) = % + f: ( ) (Ay cos(k) + By sin(k))

k=1



mit den Fourierkoeffizienten von wug

27
A= [ uo(é) cos(he) do
0

T

2m
mzil/mmmwww



Vorgehensweise im Innenraum:
Au= 0 fir (z° 4+ y* =) r* < R? und u(R, @) = ug(o):

Da die Losungen beschrankt bleiben sollen : dyg =0,c,. =0, Vk.

Es bleibt: u(r = ?O + ]; 'rk (ag cos(ko) + by sin(k¢))

Zu erfiillen ist noch die Randbedingung u(R, ¢) = ug(o).

Man erhalt die Losung

(r,¢) = A? + i ( ) (Aj cos(k¢) + Bysin(ko))

k=1

10



mit den Fourierkoeffizienten von wug

27
A= [ uo(é) cos(he) do
0

T

2m
mzil/mmmwww
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Wellengleichung:
A) AWA, homogen:

Ut — CUze = 0, (x,0) = f(x), Us(x,0) = g(x), z € R

1 t x—c(s—t)
u(x,t) = o / / h(w,s)dwds
¢ Jo T

+c(s—t)
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C) ARWA, homogen, homogene Randwerte:

Ut — CUyy = 0, rc(0,L),t>0

u(x,0) = ug(x), us(z,0) = wo(x) x € (0,L)
u(0,t) =0 u(L,t) =0 t>0

- k k k
u(z,t) = Z [Ak cos (%t) + By, sin (C%t)] sin (%x)
k=

1

Koeffizientenvergleich oder

2 [ k 2 [* k
A = Z/o uo (@) sin(%&) da, By = ey wo(a) sin(%a) do
L 2 [* k
bzw. By = %bk mit b = 7 /0 wo(a) Sin(%a) da,

13



D) Inhomogene Differentialgleichung, homogene Randdaten

Mit w =

&~

Uy — C*Upy = h(x,1) c>0,ze€(0,L),t>0

u(x,0) = up(x) xz € (0,L),
ug(z,0) = vo(x) x € (0,L),
u(0,t) = 0 t >0,
u(L,t) = 0 t >0,

qu sin(kw)

14



Lose: q)/(t) + *k?w?qr(t) = ck(t), q,(0) = ax, ¢.(0) = by

o L
Mit: ay, = 7 / uo(x) sin(kwz) dx.
0

9 L
b, = — / vo(x) sin(kwz) dx.
L Jo

ci(t) = %/0 h(x,t)sin(kwzx) dz.

Fourier-Koeffizienten evtl. iiber Koeffizientenvergleich berechnen!
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E) ARWA, inhomogene Randwerte:

utt_c2ua;x:f(x7t)7 T < (OaL)a t >
’U,<£C, O) — ’LL()(Q?), ut(x70) — ’UJO(ZIJ)

w(0,8) = h(t)  w(L,t)=g(t) t>0

Randwerte homogenisieren

0
x € (0,L)

v(z,t) = u(z,t) = h(t) = =(g(t) = (1))

ergibt neue Aufgabe fiir v mit homogenen Randwerten.

Falls neue Dgl. homogene Wellengleichung : Fall C)
Falls neue Dgl. inhomogene Wellengleichung : Fall D)
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