Fachbereich Mathematik der Universitit Hamburg SoSe 2023
Prof. Dr. J. Behrens
Dr. H. P. Kiani

Differentialgleichungen II fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Blatt 2, Hausaufgaben

Aufgabe 1:

Bestimmen Sie die Losungen der folgenden Anfangswertaufgaben fir t € RT, z € R.

a) up+3u, =0 mit wu(z,0) =ug(x) =xe”.

1
b) 2u; + 2*u, = — mit u(z,0) = 2Ve 4.
u

Existiert die Losung fur alle t e RT, z € R?

Wenn nicht, kann die Losung in den Definitionsliicken stetig ergénzt werden?

Aufgabe 2:

Ein einfaches Verkehrsflussmodell:

Wir betrachten einen eindimensionalen Fluss von Fahrzeugen entlang einer unendlich lan-
gen, einspurigen Fahrbahn. In einem sogenannten makroskopischen Modell betrachtet man

nicht einzelne Fahrzeuge, sondern den Gesamtfluss der Fahrzeuge. Dazu fithren wir folgende
Grofen ein :

u(z,t) = (Léngen-)Dichte der Fahrzeuge im Punkt x zum Zeitpunkt ¢
= Fahrzeuge/Langeneinheit im Punkt x zum Zeitpunkt ¢

v(x,t) = Geschwindigkeit im Punkt x zum Zeitpunkt ¢,

q(z,t) = u(x,t)-v(z,t) = Fluss

= Angzahl Fahrzeuge, die = zum Zeitpunkt ¢ pro Zeiteinheit passieren.

a) Nehmen Sie an, dass es keine Ein— bzw. Ausfahrten gibt, dass keine Fahrzeuge ver-
schwinden, und dass keine neuen Fahrzeuge hinzukommen. Sei N(¢,a, Aa) := Anzahl
Fahrzeuge auf einem Ortsintervall [a,a + Aa] zum Zeitpunkt ¢. Machen Sie sich klar,
dass dann einerseits

a+Aa
N(t,a,Aa) = / u(z,t) d

gilt und andererseits

t
N(t,a,Aa) — N(ty,a,Aa) = / q(a,7) — q(a + Aa, T)dr .

to
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Leiten Sie hieraus die sogenannte Erhaltungsgleichung fiir die Masse (Anzahl Fahrzeu-

ge)
Uy + dx = 0

her.
Tipps zum Vorgehen:
o Leiten Sie beide Formeln fiir N nach ¢t ab. Beachten Sie dabei, dass fiir die

Ableitung Parameterabhédngiger Integrale bei hinreichender Glattheit von f die
folgende Leibniz—Regel gilt:

d [b@) b(z) / /
dx /a(m) fla,t)dt = /a(x) %f(%t)dt + b'(x) f(z,b(x)) —d'(x) f(z,a(x))

e Teilen Sie durch Aa.
e Betrachten Sie den Grenzfall Aa — 0.

b) Nehmen Sie zusétzlich an, dass die Geschwindigkeit nur von der Dichte abhangt:
v = v(u). Zeigen Sie, dass in diesem Fall die Gleichung

ou dg Ou
o T on
die Erhaltung der Masse beschreibt.

¢) Wir nehmen nun in einem ersten einfachen Modell an, dass die Geschwindigkeit um-
gekehrt proportional zur Dichte wéachst und die Dichte positiv ist.

k
u(zx,t)

v(x,t) = ¢ +
Wie lautet die Kontinuitatsgleichung (=Erhaltungsgleichung fiir die Masse)?

Bemerkung : Dies ist ein sehr einfaches, linearisiertes Modell. Es lasst z.B. beliebig ho-
he Dichte und beliebig hohe Geschwindigkeit zu. Bei einem etwas realistischerem Problem
wiirden sich hier schon Stowellen und Verdiinnungswellen ergeben (siehe spétere Ubungen).
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