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Horsaaliibung zu Blatt 7 Differentialgleichungen Il
Anfangs(rand)wertaufgaben fiir die Wellengleichung
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Die ins Netz gestellten Dateien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen
zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler,

die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Anfangsrandwertaufgabe fiir die Wellengleichung

zunachst : hemogene-bgl. mit homogenen Randdaten

Upp — CoUypy =0 c>0,:z:e(0,L),t>OJC 1
u(x,0) = up(x) x € (0,L), o B g
ug(z,0) = vo(z) z € (0,L), L—f .
w(0,8) = 0 t>0, e
w(L,t) = 0 t>0,
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/J/ VHI(ZHL‘TLV‘.W.Q/C—
Homogene Randbedingungen / RN

u(0,t) =p(0)q(t) =0 Vi>0 = |p(0)=0|Vqg=0

u(L,t) =p(L)q(t) =0 Vt>0 = |p(L)=0|Vg=0
RWA:

p'(x) = =Ap(z),  p(0)=p(L)=0

Nichttriviale Lésungen gibt es nur fiir (vgl. Blatt 1/ HU 5): A\, = (25)2 k € N

pr(x) = sin(kwx) w=mn/L, M = (’%)2 = (kw)?, k€N

Zweite Differentialgleichung .
.. 2 > 4 chw) =0
por ) e /

e A2 _ 1 \ 2 .

0= —Afq = —(chw)lq  liefert e e L2l el
Ltow\vs(t.\(c_ LSsb\'—\3LV1

qr(t) = Ag cos(ckwt) + By sin(ckwt) Lekwt Ll kmk
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ug(z,t) = q(t) - pr(x), k € N lost DGL + erfiillt Randbedingungen.

DGL homogen und linear, RB'n homogen — Superposition erlaubt

n

Z (A cos(ckwt) + By, sm(ckwt)) - sin(kw)
k=1 G]/k(f) - [iX)

l6st DGL + RB'n.

(A cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwx)
7 4
1

[M]=¢

Zu erfiillen sind mit u(x,t) =
k

die Anfangsbedingungen.

u(x,0) = (Agc ()) + By, sim(0)) - sin(kwz) = uo(z) x € |0, L]
; %7 o



Flir n — oo erhalt man

o0 |
5 u(z,0) = Z Ag sin(kwx) = ug(x) x € (0, L]
k=1

Die Ay sind bei glatten Anfangswerten die Fourierkoeffizienten der ungeraden
2L —periodischen Fortsetzung von ug

o L
A = Z/o uo () sin (WTCO do

Die zweite lautet fur

u(z,t) = Z (A cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwx)
k=1
ug(x,t) = 2 Uﬂu (- ,s;n(cdwé)) chw 4 B (Cfifj_é_&f)) c&w}_ﬁ“m (4w *)
t:0: = (0)=0 cosl(e)=/
ut(x,0) = Z By - (ckw) sin(kwzx) L vo(x)
k=1

b Fouwricr |/(°"'(‘(;Z“"'“lrm



mit den Fourierkoeffizienten der ungeraden 2L —period. Fortsetzung von v

low = Be. clws

muss also gelten

ckm | k7r .k
Z k-7 sin fa:') Zbksm(f:ﬁ)

1 L
B - -
oder kL = ko bk kT bk

Damit erhalten wir die Losung von



Ut — CQ’LLm =0

C>O,IE(O,L)’t>O

u(z,0) = uo(x) e (0,L),
ug(,0) = vo(z) e (0,L),
U(O,t) =0 t > O,
U(Lvt) =0 t > O,

Z (A cos(ckwt) + By sin(ckwt)) - sin(kwx) W= %

k=1

2 L k 9 L k
o [ an e [ ()




Inhomogene Randwerte : Homogenisierung der Randwerte

@— Piyy =0 ¢>0,z€(0,L),t>0
u(x,0) = ug(z) x € |0, L],

> u(x,0) = wo(x) x € |0, L],
u(0,t) = h(t) t >0,
u(L,t) = g(t) t >0,

Homogenisieren wie in HU 6: ‘ |
v(@st) = u(@,t) = [h(t) + 7 (9(t) = h(t)) W o)
Fihrt zu v(0,t) = v(li, t) = 0.

Neue DGL fiir v:




Das neue Problem besteht aus : i. d. R. inhomogener DGL, inhomogene An-
fangswerte aber homogene Randdaten




Beispiel: =2

_ T"
M-éé*"qusdv.fo /&ﬁ/’ e
Uy = Aty 0<x<l1,tecRT,
> u(x,0) = x — sin(7x) O0<z<1,
. w(x,0) = sin(27x) 0<z<1,
u(0,t) = 0 = h) t>0,
w(l,t)=1- 5 t>0.

Vpx = MW{ Vit — Mu — [L( + -—'(ﬂ {:))}
@
Uy (¢ 4) = ug(t) - <Dy <

10
U xt) — o =Wy ()
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Schritt 2) Neue Aufgabe:

Vit — gy = 0 O<x<1l teRT,

v(z,0) = u(x,0) —x = —sin(nz) 0<z<1,

- H — S () —
@ vi(x,0) = u(x,0) :@ 0<z<1,

0,t)—0=0 t>0,
0

t>0.

Schritt 3) Losung der homogenen Aufgabe:
Mitc=2, L=1
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\/(74 ’{7) = ZD:)‘—/Z'A -405 (.le.ié>_f = :S_":’?K_Z__Q:ﬁ Z:) 1 =n (&Tf’x{)

Z QkWAk sin( 2k7r t) + 2km By cos(2kmt)] sin(kmz)

k=1 o y
ol O ,
/Ut(x70) — 2;1 2 b By 5-;1 (ﬁ(?f}i ) _ /] <(n (J.Tr'x) -
k= ot
/ )i
und damit 227 . Bye , Bu=0 senst i) = /‘44(05('2-—/-!/777/)5“’(/”)
LIPS ___,

e 2.2 ;‘,-J mx
2 + Bysin (227 4) sin (o7

v(x,t) = Ajcos(2-1-m-t)sin(l-mx) + Bysin(2-2-7-t)sin(2-7- x)
— —
M -

Y
also

v(x,t) = %sin(élwt) sin(27x) ~cos(2nt) sin(7x)

Die Losung der urspriinglichen RWA lautet also

1
u(z,t) = v(x,t)+x =z + gy sin(47t) sin(27wx) — cos(27t) sin(mx)
— 7T
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Inhomogene Differentialgleichung, homogene Randdaten

Uy — CPUpy = h(x,1) c>0,z€(0,L),t>0
u(x,0) = up(x) xz € (0,L),

ug(z,0) = vo(x) xz € (0,L),

u(0,t) = 0 t >0,

u(L,t) = 0 t >0,

Mit w =

=~

qu sin(kw)

U\” :7_’. ;I;u (€> Sw (L“"' ") Wy = Z’ﬂvk({) (LLLAJ)?_ (_. Si- (ﬂu;{))

Jjé x&‘q _ C(*—' szl 7M(&)) J S9 (L({,d)() = /1 ()(1 é) ___{_ Zlck((')sf"(““v 13



Einsetzen in die Differentialgleichung fiihrt bei glm. Konvergenz der Reihen auf:

. A ?
W(x°) - ZWK(O) sia(lwx) = e (¥)

J.-./VI
_W;Quri‘p/_ﬁdocf)/"n Jer U"»‘jc(‘a

1 2 . . . . "Fo/#ﬁ'c‘!zuﬁj
M|t: ap — Z / ’U,O(Qj) Sln(kwx) dl‘ ¢ 21 - f)o.q.o cJ‘.SC)J cn
N 0 ye- Ug

g (t) + E%w?qu(t) = ci(t), %(O) = ay, q,’?_(()) :_b;f

|
UL_L'()‘; D> = Z ci“ (o) S\‘w (L(_L,,))c) = Vo CK)

g_—.\‘_._,..--'

qfcaun‘o/..{loc'./j/!’? Jor

21 - (Don'oo‘f'sc); e fo/ﬂ"srfzu*'j
ven Vo

2 L
— / h(z,t)sin(kwz) dx.
L Jo

L
vo(x) sin(kwx) dx.

un craJV"'

2

S~

Ck (t)

Fourier-Koeffizienten evtl. iiber Koeffizientenvergleich berechnen!
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Wellengleichung

Homogene Anfangwertaufgabe (AWA) auf R (Cauchy-Problem)

IE’
2 | U= lo = f(%ﬁ

’tht—CUmm:O ZCER/t>O C>O, Z/{rl/,,::\j(X)
w(z,0) = up(x) = f(x), w(z,0) = vo(z) = g(x) r € R.

Formel von d’Alembert

x+ct
ul, 1) = [f<x+ct>+f<x—ct>1+i/ g(4) dip.

1
2 2c

Herleitungsmethode:

Substitution «a = x+ct, p =2 —ct, w(a(r,t),u(w,t) = u(w,t)
vgl. Ubungsblatt 4
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Inhomogene Wellengleichung (AWA) auf R (Cauchy-Problem)

ﬁtt — C2ﬂww = h(CC,t) T € R, t>0 Cc > O,
u(x,0) = U(x,0) =0 r € R.

x—c(T—t)
u(x,t) / / h(w, ) dwdT (1)
26 x+4c(T—1t)

Beweis: Ubungsaufgabe. Leibniz Formel

Losung:

d b(y) b(y) d ) p
LS / iy T+ V) ,00) — 0 (,0(w)
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Beispiel: c=4

/

U — 44Uy, = O6xSINT, _é(ﬂz) reR,t>0
u(x,0) = w, v € R, ug(x,0) = sin(x), r € R
_f(x\:?‘ \;N)
e Bestimme Losung u der Anfangswertaufgabe
Uy — 4y, = 6xsint, reR, t>0
u(x,0) = 0, z € R, t(x,0) = 0, x € R

e Bestimme Losung @ der Anfangswertaufgabe

?ltt—4’LALxx:O, $€R,t>0
-
(x,0) =my = € R, us(x,0) = sin(x), r € R.

— —

/_’/

@’rést die urspriingliche Anfangswertaufgabe.
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e Losung der inhomogenen Dgl mit homogenen Anfangswerten

x—c(T—1t)
u(x,t) / / h(w, ) dwdT
2C x+4c(T—t)

Mit h(x,t) = 6xsin(t).

C

x— 2(7‘ t) t (1))
/ / 6w sm( ) dwdT = —/ sin(7) @ z_l_;ET_ng
:B—|—2(7' t) 0

hiw, f) K70 (’(/ Fa/'h ./

-!'c yicr e
/
—/ sm <7‘ —@/ tsin(7 —TSID( ek

_ L cos(x) /OP

—

—
= 6at(1 — cos(t)) + 62 [ cos(7)], — 6 //:- cos(T)dT = 6x(t — sint) .
— Yy of -y

:éxz,éxLCaé([{)-péx’kCOS(f)_O {y si~(T)

clogpoiasitn (L)
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e Losung der homogenen Dgl mit den inhomogenen Anfangswerten
Uy — 4lze = 0, reR,t>0

u(z,0) = z = f(z), z €R, ty(x,0) = sin(x) = g(x), x € R.

nach d'Alembert

1 x+ct  sa(¥)
w(z,t) = = [flz+et) + flx—ct)] + —/ g)dip. | <7

><'_;(( X ck 26 —ct

DO |

1 33—|—2t @ 1
u(x,t) = 5 (x4 2t+x —2t) + : / : sin(n)dn = x + 5 sin(z) sin(2t)
r—2t e

A —_———— _
7'-27( _cos (x42t) 4 co5 (x 2t
e Die Losung des urspriinglichen Problems setzt sich aus den beiden Teillosun-
gen zusammen:

1
u(x,t) =-balbesind) + x + 5 sin(z) sin(2t)

@ C 05(0\ 110) :._ C«:s(cx)(ns({o)_slx‘v\(ox)s-‘ﬂ([a)
cos (ox-[O) - c-as(ou)(t:s((a)_l_ S"}'\ﬂ.(O\)S“ﬂ(tﬂj

V) /a_z)),(05(045J:l_§1|ﬂ(&)5"|"‘ (6) 19



Wellengleichung: Zusammenstellung geschlossener Lésungsformeln. Ohne Gewihr! Bitte
vor der Klausur mit Vorlesung/Formelsammlung abgleichen!

A) AWA, hemegen:

Upt — CUge =0, 0(x,0) = f(x), Us(x,0) = g(x), z € R

r+ct
’&(aj,t):% f(x+ct)+ f(x —ct)] + i/ g(a) do

26 —ct

N
B) AWA, inhemeogen:

Utt — CZUwaz — h(xat)v U(LIZ‘,O) — f(il?), ut(:v,()) — g(CIZ), reR

u(z,t) =u+a o wie in A)

1 t x—c(s—t)
u(x,t) = 2_0/0 / h(w,s)dwds

+c(s—t)
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C) ARWA, homoegen, homogene Randwerte:

Upr — C2 Uy ::@ re (0,L),t>0

.

u(x,0) = ug(x), us(z,0) = wo(x) x € (0,L)
w(0,8) =0 )  u(L,t)=0, t>0

'\,

- k k k
u(z,t) = [Ak cos (cth) + By, sin (C%t)] sin (%x)
k=1

- o

Koeffizientenvergleich oder

2 [ k 2 [* k
A = Z/o uo (@) sin(%&) da, By = ey wo(a) sin(%a) do
L 2 [* k
bzw. By = %bk mit b = 7 /0 wo(a) Sin(%a) da,

21



D) Inhomogene Differentialgleichung, hemegene Randdaten

Mit w =

&~

Uy — CPUpy = h(x, 1) c>0,ze€(0,L),t>0

u(x,0) = up(x) xz € (0,L),
ug(z,0) = vo(x) x € (0,L),
u(0,t) =0 t >0,
u(L,t) =<0 t >0,

qu sin(kw)

22



Lose: q)/(t) + *k?w?qr(t) = cx(t), q,(0) = ax, q,.(0) = by

o L
Mit: ay, = 7 / uo(x) sin(kwz) dx.
0

9 L
b, = — / vo(x) sin(kwz) dx.
L Jo

ci(t) = %/0 h(x,t)sin(kwzx) dz.

Fourier-Koeffizienten evtl. iiber Koeffizientenvergleich berechnen!
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E) ARWA, inhomogene-Randwerte:

f/(f.é/

Upr — C2 Uy :/@, ~ x€(0,L),t>0
’IL(ZC,O) — ’LLO<33), ut(x70) — ’UJO(ZE)

w(0,8) =hit)  u(l,t) =gd t>0

90l s S VHI‘A)Z O

Randwerte homogenisieren

s ¢l

x € (0,L)

v(@,t) = ul@,t) = |h(t) + F(g(t) = A1)

ergibt neue Aufgabe fiir v mit homogenen Randwerten.

Falls neue Dgl. homogene Wellengleichung : Fall C)
Falls neue Dgl. inhomogene Wellengleichung : Fall D)
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