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Horsaaliibung zu Blatt 6 Differentialgleichungen 11
Produktansatze fiir die
Warmeleitungsgleichung

Die ins Netz gestellten Dateien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen
zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler,
die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Die Anfangsrandwertaufgabe fiir die Warmeleitungsgleichung

Ziel ist die Losung von:

Uy — Clzy = h(x,t) c>0,t>0,x€ (a,b) bei uns (0, L)
u(x,0) = up(x) x € (a,b),

u(a,t) = f(2) t>0,

u(b,t) = g(t) t >0,

¢ : Warmeleitfahigkeit / Diffusionskoeffizient



Zunichst losen wir fur:

homogene DGL, homogene Randwerte, inhomogene Anfangswerte

~

Ut — CUgy = 0 c>0,t>0,2€ (0,L), L>0,
v(z,0) = vo(z) xz € (0,L)
0(0,t) = 0(L,t) =0 t>0.

vo nicht identisch Null, d.h v £ 0.
Produktansatz: v(x,t) = q(t) - p(x)
Einsetzen in DGL:

G(t) - p(x) — c-q(t) p'(z) =0
Umsortierung ergibt:

i _ @
a0 = o) - N



Zunachst: p”(z) = — X - p(x)

Zur Erinnerung/ Hinweis zur Hausaufgabe 2
(vgl. Aufgabe 1 Prasenzblatt 1)

5(0,¢) = q(t) - p(0) = 0 = p(0) =

9(L,t) = q(t) - p(L) =0 = p(L) =

DGL: p”" + X - p = 0 — Charakteristisches Polynom: p? + X =0
@ = ++v/—X — allgemeine Losung aeV A 4 pem VA

AuBer fiir doppelte Nullstellen! Hier A = 0

v=0z + boaze‘/__ox = ag + box,

A=0=p(x) = age
p(0) =0= a9 =0

p(L) =0=by-L =0 22 py=0



A< 0= px) = aeV N 4 pe VA

p(0)=0= ae’ +be’ = 0= b= —a

p(L) =0 —= a(e\/__/\L—e_‘/__)‘L) — 022 4 =0.

A> 0= p(x) = GeV A + be VAT — geiVre + be~iVAz
reelle Darstellung: p(z) = a cos(VAz) + bsin(vV\ )
p(0) =0 = acos(0) +bsin(0) = a = 0
bi_;é() ntw

Ap = —

p(L) =0 = bsin(+v/AL) =0 -

Nichttriviale Loésungen gibt es also nur fiir:

3

)\n:(%>2:n2w2, nGN,w:%

Zugehdrige Lésungen: | p,(z) = sin (nwz) = sin ( 2z )

Mit diesen A—Werten losen wir die zweite DGL



qn (1) a Cpn(gj) = —C Ay = Gn(l) = —cAngn(?)
i) = —c (%) anl) = —c(nw)’qu(t),  w=7
qn(t) — e CMnt=e C(n_lzr) ' — e—cw2n2t

—cw2n2t

Jede Funktion | 9,,(t) = pn(x) - go(t) = sin (nwx) e

erfiillt die homogene Differentialgleichung und die homogenen Randbedingun-
gen!

Jede Linearkombination o, v,, + o, U,

erfiillt die homogene Differentialgleichung und die homogenen Randwerte!



Nachweis:

Auf dem Rand gilt:

(an®p + Am0m)(0,t) = ay &(O, t) +am 0m (0, tl
=0 =0
(nUn + @mOm) (L, t) = Ozn”l\Jn_(L, t) +am &(L, t)

Differentialgleichung:

(Oén’ﬁn -+ Oém/i}m)t — C (Oén'ﬁn + amﬁm)mm
= an - (Tn)t + am - (Om)t — can(n)az — 0 (Tm)an

— a (Bn)e = CB)as) o (T = c(om)s)

Frage: Waren Linearkombis von Lésungen auch bei inhomogener Dgl und/oder inhomogenen

Randwerten auch Losungen?



Jede endliche Linearkombination

et gy (nwx) W=

~) 3

||M3

|ost die Differentialgleichung und erfiillt die Randbedingungen.

Ohne Diskussion der Konvergenz machen wir den Ansatz:

Z Ozne_c"" "t gin (nwx) w=

SIE

Zu erfiillen bleibt noch die Anfangsbedingung, die verlangt:

Z e~ ™ Ogin (nwzx) = vo(x) xz € (0,L)



oo
|

Also v(x,0) = Z a, - sin (nwzx) = vo(x) x e (0,L)

n=1

Berechne die Fourier Koeffizienten der ungeraden, 2L —periodischen Fortsetzung
von vg:

L
ozn:—/ vo(x) sin(nwx) dx.
L Jo




und erhalte damit als Losung von

c>0,t>0,xe€(0,L)
xz € (0,L)
t>0.

v(x,t) = Z e ™" sin (nwz) w=

SIE

mit
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Problem Il) Inhomogene DGL, homogene Rand- und Anfangswerte

Uy — CUze = h(x, 1) c>0,t>0,x¢el0,L]
v(x,0) = 0, z € [0, L]
v(a,t) = v(b,t) =0 t > 0.

Wie oben: Homogene Randwerte werden erfiillt von: p,,(x) = sin (nwzx)
oo

Ansatz lautet damit: o(x,t) = Z an(t) sin (nwx)
n=1

Wir setzen diesen Ansatz in die DGL

A

Vp — COpyp = B(x,t) ein und erhalten

o

| ~

[ (t) + cn’w?an ()] sin (nwz) = h(z, t)

n=1
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Fourier Reihe der ungeraden 2L—period. Fortsetzung von h(z,t) bzgl. x sei
F;(x,t) Z ) sin(nwz)

Koeffizientenvergleich liefert fiir jedes a,, eine lineare DGL erster Ordnung mit

konstanten Koeffizienten
|

an(t) + enw?an,(t) = c,(t)

Die Losung muss noch die Anfangswerte erfiillen
Z a,(0) sin nwx) =0 = a,(0)=0

Man berechnet die a,(t), erhalt o.

v:= v 4+ 0 lost

Uy — CUgy = h(z, ) c>0,t>0,ze€(0,L)
v(z,0) = (x)a z € [0, L]
v(0,t) = v(L,t) = t > 0.
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Inhomogene Randdaten:

Ziel war die Losung von

Up — CUzy = h(x,t) c>0,t>0,z¢€ (a,b) bei uns (0, L)
u(x,0) = wup(x) x € |a,b],

u(a,t) = f(t) t >0,

u(b,t) = g(t) t >0,

Bleibt das Problem der inhomogenen Randdaten!
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Schritt 1) Randwerte homogenisieren

r—a

o(a0)i= (o)~ | £+ 52 (glt) ~ )

() = ula.0) ~ | 0+ 52 (9(0) - F(0) |

o(byt) = uls.0) — | £0)+ 5 (o(6) - 1(0) |

Neue DGL fiir v mit a =0 und b = L:
ulw,t) i=v(@, ) + | F(6) + 7 (9(t) = £(2))
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DGL : vy — ¢V = h(x,t) — [f(t) +
Neue Anfangswerte: v(x,0) = u(x,0)— [f(O) +

Neue Randwerte :  v(0,t) = v(L,t) = 0.

Das neue Problem besteht aus :

in der Regel inhomogener DGL,
in der Regel inhomogene Anfangswerte,
homogene Randdaten
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Schritt 2) Lose die Aufgabe fiir v

Man kann (muss aber nicht) in zwei einfachere Probleme zerlegen.

Wir betrachten die zwei Aufgaben:

I) 1)
Uy — Uy = 0 By — = h(z,1)
v(x,0) = vo(x) v(x, ) O

v(0,t) =v(L,t) =0 v(a,t) =v(b,t) =0.

Schritt 3: Zusammensetzen zur Losung des urspriinglichen Problems :

ule,t) = o(a,1) + 8e.t) + f(0) + 7 (9(t) = J(1))

16



Beispiel 1: Alte Klausuraufgabe

x—T
— Ugx — 0 , 1 R—I_,
U — U 7T(t—|—1)2 <z <T &
u(x,0) =1 ~Z 4 3sin(6x) 0<z<m,
T
(0,1) ! t>0
U = ——
’ t—|—1 ’
u(m,t) =0 t > 0.

Schritt 1) Randwerte homogenisieren

r—a

o(a,t) = ula,t) = £ + T (9(t) — F(2)
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1
Neue Aufgabe fiir v(x,t) = u(z,t) — —— (1 _ ﬁ)

t+1 T
DGL fir u: us — Upy = %
ur(x,t) =
Ut — Ugy — Ut — (t+1)2 < Wa:) Vpx = 7Tgjt_|_1)2

DGL fir v:

v(x,0) =

18



Diese Anfangsrandwertaufgabe mit homogener Differentialgleichung und
homogenen Randwerten hat die Losungsdarstellung

©.@)
-
Z C“’”tsm(nwx) w=—=1c¢c=1
— L
Anfangswerte verlangen

an sin(nx) = 3sin(6x)

Mg

n=1

also a,, =

und

u(z,t) = v(x, t>+% (1-%) -
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Beispiel 2)

Ut — Uggy = 0 0<t,0<x<m/2,
u(x,0) = sin(z) —2% 0<z<m/2
u(0,t) =1 —e* t > 0.
u(g,t) =1—e! t > 0.

Schritt 1) Randdaten homogenisieren

ule,t) = ve, 1) + f(0) + 7 (g(t) = F(1)

hier g(t)=f(t)=1—e"% also | wu(x,t) =v(x,t)+1—e"!

—t
Ut = V¢ + € Ugpy = VUgy

Neue DGL:
v(x,0) = u(x,0) — 1+ €° = u(z, 0)
v(0,t) = v(5,t) =0
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Neue Aufgabe mit homogenen Randdaten:

Ut_vxx:_e_t O<t,O<ZE<7T/2,
2
v(x,0) = sin(x) — = 0<z<m/2
7r
7'('
v(0,t) = v(g,t) =0 t > 0.

Esistalso c¢c=1,L=7/2, w=n/L =2

v=0+

2.Schritt: Zerlegen
1. Teilaufgabe:

~

v(x,0) = sin(z) — —

0<t,0<z<m/2,

0<zx<m7/2,

t > 0.
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Geschlossene Losungsdarstellung:

Z ozne_cw "t gin (nwx) =

2
v(x,0) = sin(x) — =
7'('

o L
mit  «a, = —/ vo(x) sin(nwx) dx.
L Jo

! /Ow/Q (sinfe) ~ %) sin(2ne) o,

also «, =

=

> 2
Z ane” Y tsin (2n)

n=1
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Berechnung der Fourierkoeffizienten

2 , 2n(—1)"
A, = sin(z) sin(2nx) dx = 5 (2 x part. oder Formelsammlung)
0 1 —4n
/2 7.‘.(_1)714—1
B, = / xsin(2nx) dx = 1 (1 x partiell oder Formelsammlung)
0 n

4 _1\n—+1
AT 2p ] 4yt 2a(-])
T | 1—4n?2 =« 4n

Sn(—1)"  §(=1)"*! _ 2(-1)" [ 4n +1] _ 2=
(1 — 4n?) dnm T (1 —4n?) n nm(1l — 4n?)
v(x,t) = Z Ozne_4”2t sin (2nz) = Z nWQ((l__l)i;Q)e_LmQt sin (2nz))
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2. Teilaufgabe:

A A

UVt — Ugpy =— —€

Ansatz wie oben

O(z,t) = ) an(t)sin (2nz)

oo

Oy(z,t) = ) an(t)sin (2nz)

0<t,0<z<m/2,

0<ax<m7/2,

t>0.

= Z ar(t) sin (nwx)

n=1
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Mit der Fourierreihe F; der ungeraden m—periodischen Fortsetzung von

h(z,t) = —et ze[0,m/2] bzgl. x

Mg
&~ o

L
F;(x,t) )sin(2nx), mit cn(t) = —/ h(x,t)sin(2nx)dx
0

n=1

t) + 4nan(t) ) sin (2nz) = ch sin (2nx)

n=1

||M8

— a4, (1) + 4n2an(t) = cn(t)

9 T/2 4ot /2
cn(t) = —/ —e tsin(2nz)dr = / —sin(2nx)dx
0

/2 Jo T
de=t [cos(2nz) /2 0 n gerade
= = q —4e "t :
T 2n 0 n ungerade

nim
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Die Anfangswerte verlangen:
Z an(0)sin (2nz) = 0 Also: a,,(0) =
Fiir gerade n erhalten wir

an(t) +4na,(t) =0, a,(0) =0 < a,(t) =0.

Fiir ungerade n erhalten wir jeweils eine lineare inhomogene gewohnliche Dgl:

—4e~t

nim

an(t) + 4ncan(t) =

Allgemeine Losung der homogenen Dgl.

a’n,h(t) = 7n6_4n2t
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Partikulare Losung der inhomogenen Dgl

—4
dn,p(t) + 4n2an,p(t) — o et = p(t) - ettt

Spezieller Ansatz (s. DGL 1) : ay, ,(t) = q(¢) - e

oder Variation der Konstanten: a,, ,(t) = k-e™*""" = a, ,(t)

2
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Spezieller Ansatz : a,,, = fe™" liefert:

4e~t —4
. —t 4 2 —t — — —
fe " +dn"pe nw n(4n? — )
Die allgemeine Losung lautet somit
—4et 2
n(t) = Qpn p(l n,h(l) = n —ant
a () CL,p()—FCL,h() n(4n2—1)7r+76
Aus der Anfangsbedingung a,,(0) = 0 folgt (immer noch n ungerade)
4 4
an(0) n(4n? — 1)m L 7 n(4n? — 1)m
—4et 4 2 4 2
nt: —4n“t _ —4n“t _ _—t
an(?) n(4n? — 1)m i n(4n? — 1)7Te n(4n? — 1)7T(e )
0 n gerade
| t al n(t) = 4
PEEsAmE a0 () n(4n? — 1)7T(e_4”2t — e~ ") n ungerade
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Zusammensetzung der Losung: siche Kasten:

w(z,t) =v(x,t) +1—et=0(x,t) +0(x,t) +1 —e?

(z,t) = ) an(t)sin (2nz)

0 n gerade
n(l) = 4
an(?) i 1)7T(e_4”2t — e~ %) n ungerade
. 4
=3 (e=4Cn=D% _ o=tygin (2(2n — 1)z)

(2n —1)(4(2n —1)2 — )7
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Zusammenstellung geschlossener Lésungsformeln (ohne Gewahr, bitte vor
der Klausur mit Vorlesung/Formelsammlung abgleichen!)

I) Warmeleitungsgleichung, ARWA, homogen, homogene Randwerte

U — ClUgpy = 0 c>0,ze(0,L),t>0

u(z,0) = uo(z) z € [0, L],

u(0,t) = 0 t >0,

u(L,t) =0 t >0,
> 2 2 v

t) = n —cw n t —

u(x,t) ; A€ sin(nwx) W=7
> |

u(x,0) = Z ay, sin(nwz) = ug(x) evtl. Koeffizientenvergleich
n=1

2 P ,
Ay = 7 / uO(IL‘) sm(nwa:) dx falls Koeff'nvergleich nicht moglich
a
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I1) Warmeleitungsgleichung, ARWA, inhomogen, homogene Randwerte:

Up — Clze = h(x, 1), re(0,L),t>0
u(x,0) = ug(x), z € (0, L)
u(0,t) =0 u(L,t) =0 t>0

Entweder: wie oben zerlegen

Ut — CUgy = 0 0<t,0<x <L,
u(x,0) = up(x) 0<z<L,
w(0,t) = u(L,t) =0 t > 0.

Also Typ I) und
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Uy — Clgy = h(x,t) 0<t,0O<x<lL,

u(x,0) = 0<z<L,
u(0,t) =u(L,t) =0 t>0
~ - . A
u(x,t) = an(t) sin(nwx) W=7
n=1
. en’r? | . |
DGL: Z (an(t) + an(t) 72 )sin(nwx) = h(x,t) evtl. Koeffizientenvergleich
n=1
d . ¢ 2,2
adt< )(t) + an(t) CTZ;T = ¢cn(t), an(0)=0 falls Koeff'nvergleich nicht moglich

2 L

cn(t) = T / h(x,t) sin(nwz)dx gewdhnliche Dgl's fiir die a,
0

und dann summieren: ©u = 4 + u
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oder: direkt
Up — ClUze = h(x,t), r e (0,L),t>0
u(z,0) = uo(z), z € (0,L)
u(0,t) =0 u(L,t) =0 t>0

u(z,t) = Y an(t) sin(nwz) w =
dan,(t) cn’r?

200+ an) T = ealt), an(0)
u(x,0) = Z a,(0) sin(nwz) = ug(x)
cn(t) = % /0 h(x,t) sin(nwz)dx

9 L
b, = — / uo(x) sin(nwzx)dx
L Jo
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I11) Warmeleitungsgleichung, ARWA, inhomogene Randwerte:

Up — CUgze = h(x, 1), re(0,L),t>0
u(x,0) = up(x), x € (0,L)
u(0,t) = f(t) u(L,t) = g(t) t>0

Randwerte homogenisieren

v(z,t) = u(z,t) — () — +(g(t) — (1))

ergibt neue Aufgabe fiir v mit homogenen Randwerten.

Falls neue Dgl. homogen : Fall I).
Falls neue Dgl. inhomogen : Fall II).
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