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Horsaaliibung zu Blatt 5 Differentialgleichungen |1

Laplace Gleichung im zweidimensionalen Raum
Produktansatze, Fouriermethode

Anwendungsbeispiele:
Elektrisches Potential im ladungsfreien Raum,
Warmeleitung im stationdren (zeitunabhangigen) Fall,

stationare, inkompressible, wirbelfreie Stromung z.B. in Kanalen,

Die ins Netz gestellten Dateien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen
zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstindig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler,
die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Laplace Gleichung im zweidimensionalen Raum

Definition: Sei  C R? ein beschrinktes, zusammenhingendes, offenes Gebiet
mit dem Rand 6. Eine Funktion u € C?*(Q) N C(Q U ) heiBt harmonisch
in {2, wenn

AU = Ugy +Uyy =0 V(z,9) € Q

Randbedingungen

Damit es eine eindeutige, stetig von den Daten abhangige Losung der DGL
gibt, braucht man noch Randdaten.

Dirichlet Randbedingungen: Losung u ist auf dem Rand vorgegeben.

Neumann Randbedingungen: Ableitung 0, u(x,y) ist auf dem Rand vorgege-
ben.



Auch ein gemischtes Problem ist moglich.
Beispiel : u = Temperatur in einem Kreisring 1 < 22 4 y? < 4

Temperatur wird innen konstant auf u; gehalten und auf dem duBeren Rand ist
die Anderung der Temp. proportional zur Differenz der konstanten AuBentem-
peratur u4 und der lokalen Temperatur u(zx,y):

u(x,y) = uy fir 22 +9y* =1
Opu(r,y) = k(u(z,y) —ua)  fir 2> +y* =4



Laplacegleichung auf Rechtecken mit Dirichlet Randbed.
Au =10 u € (0,L) x (0,b), u = ¢ auf Rand von(0, L) x (0,b).

Zunachst sei g auf drei Seiten des Rechtecks = (0. Zum Beispiel

Au = 0 u € (0,L) x (0,b),
u(0,y) = u(L,y) = u(z,b) = 0,
u(x,0) = g(x) nicht identisch 0.

Produktansatz: u(z,y) = v(x) - w(y) liefert

AU = Uy + Uy, = V'(z)w(y) +v(x)w’(y) = 0,




Die Randbedingungen liefern:

uZ0

u(0,y) = v(0)w(y) = 0= v(0) =0, u(L,y) = v(L)w(y)

Randwertaufgabe fiir v:

vi(z) = =A-v(),

Wegen v(0) = v(L) = 0 nichttriviale Losungen nur moglich fiir

kr\”

Mit zugehorige Losungen:

k() = sin (’%w)

(vgl. Aufgabe 1 Blatt 1 Prasenzaufgaben)

Mit diesen A—Werten |osen

w(y) = Mw(y) = (kg)

wir die zweite DGL

w(y)



w' —Aw =0 = wk(y) = Cle\/rky + 026_\/7’?«@

_kxm km
wp = Age” LY + BrelLVY

Alternativ: w; = ay sinh (’% y) + by cosh (’% y)
Hier wird der Ansatz mit der exp-Fkt weiter bearbeitet.

Die dritte Null-Randbedingung u(x,b) = 0 liefert:

u(x,b) =v(x) - wd) =0 Uz w(b) =0 = A = — 2Tty

und damit | wi(y) = By {—ezkfﬁbe—%ﬁy un el%y)]

Jede Funktion
ur(z,y) = wi(y) - vp(x) = BkekTﬂb {—e%be_%y + e L eTﬂy) Sin(k—”x)

|ost die DGL. und erfiillt die drei Null Randbedingungen.



Superposition: Da die DGL linear und homogen ist und die Randbedingungen
homogen sind, |6st jede endliche Linearkombination

. . r . k
u(z,y) = Zwk(y) -vp(x) = Z Ck {e%(y_b) — 6—’%(@,—1;))} Sin(%x)
k=1

k=1

die DGL. und erfiillt die drei Null Randbedingungen.

Zu erfiillen ist noch u(z,0) = g(x) also mit n — oo

> i yis k
u(x,0) = Z Ck {e_kfb - eka} sin(%x) = g(x) z € [0, L]
k=1

Setze g ungerade, 2L-periodisch Fort und bestimme Fourier Reihe

g(x) = Z By sin(kwx)

2

L
5kz — Z /0 g(ZE) Sin(kwx) dx W =

il




Im Fall der glm. Konvergenz der beteiligten Reihen, sollte dann gelten:

. k . r r k
g(x) = Z Bk Sln(%ZC) = u(x,0) = Z Ck {e_%b S Sm(%x)
k=1 k=1
Also: Ck = — = B —
e~ Ll — e1T?
u(x,y) = i Ck {ekTﬂ(y_b) — e_kfﬁ(y_b))} Sin(k—ﬂx)
| k=1 L

- k k
oder mit by, = 2¢x | u(x,y) = Z by sinh (Tw(y — b)) sin (%x)

k=1

Sind die Nullranddaten anders verteilt, so muss der Ansatz angepasst werden.



Beispiel A: Au =0 auf R := (0,7) x (0,1)

u(0,y) =0, wu(m,y)=20 y € [0, 1]

u(x,0) =0, x € |0, 7]
u(x,1) = {ZC v €10, 3]
T—T T € (g,
Ansatz: u = v(z)w(y) liefert v = —Awv.

Die Randwerte liefern fiir nichttriviale Losungen

w(0,7) = v(0)w(y) = 0“2 v(0) =0, u(r,y) = v w(y) =0E vir) =0

Fiir v gleiche Aufgabe wie oben mit L = 7. Nichttriviale Lésungen (vgl. Seite
5)

vg(x) = sin (k%x) = sin(kx), k e N.



Nun muss gelten: —

v(x)

v//(m) B

Also: w”(y) = k*w(y) < w’(y) — k*w(y) =0

Charakteristisches Polynom:
wp = Are ™ Y + Breky
uk(z,y) =

ur(z,0) = vi(x) - wr(0) =0

Uk(xa y) —

0
=
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Superposition:

u(z,y) = Z Ap(e™™ — €M) sin(kx)
k=1
Zu erfiillen ist noch:
S N N T z € [0, 3]
u(x,1) = Z Ap(e™™ — e%) sin(kzr) = g(x) = i
— T — X T € |5,

Bestimme Fourier Koeffizienten der ungeraden, 2L = 2w —periodisechen Fort-
setzung der rechten Seite g(z) bei Entwicklung in sin(%%z).

2

L
By = T /0 g(:I;) Sin(kwx) dx W =

SIE

Hier I = 7.
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2 [T . () = 7
ﬁk_—/o g(x)sin(kz) dx wobei: g(z) : {

7

9 /2 ™
== </ rsin(kx) dr + / (7 — x) sin(kx) dx
7 0 -

/2

|

:% <[x coz(kx)lﬂ/2/0w/21 | (—coz(kx))dx

0

R SR

N (k—ﬂ)—l— Sin(kw)) 7r/2—|— = cos
B ok “N 9 k?

Wir erhalten also fiir g(x) die Fourierkoeffizienten

sin(kx)
-2

)
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B, = % Sln(%ﬁ)7 g(x) = Z By sin(kx).
k=1

Nach Seite 11: u(x,y) = Z Ap(e™™ — €M) sin(kx)

Zu erfiillen war noch u(xr,1) = Z Ap(e™ — €*) sin(kx) =

Die Funktionen {sin(kx), k € N} bilden ein ONS!

Wir miissen also A = wahlen.

g(x)
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Beispiel B: Au =0 auf R := (0,7) x (0,1)
u(x,0) =0, wu(x,1)= —mwsin(x) x € [0, ]
uw(0,y) =0, wu(m,y) =0  ye]l0,1]

Wie oben nur mit einem anderen g. Wir hatten aus den Null-Randbedingungen:
u(z,y) = Z Ap(e™™ — €M) sin(ka)
k=1
Zu erfiillen ist noch u(xz,1) = —msin(x) also
u(xr,1) = Z Ap(e™ — ") sin(kz) = —msin(z)
k=1

Hier erhalt man ohne Rechnung:

Ale™t —el] = —m, A =0 fir k#1
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und
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Was tun wenn die Randdaten nicht auf drei Seiten verschwinden?

|ldee: Problem in maximal 4 Teilprobleme zerlegen, bei denen jeweils auf drei
Kanten Null vorgegeben ist und auf der vierten die urspriinglichen Randdaten.

Teilprobleme losen — wq, ug, us, uy, und addieren.
4 4
k=1 k=1

4
Zuk (Kante 1) = u;( Kante1 )+ 0+0+4+0
k=1

analog auf den anderen drei Seiten.

Ist also alles gut? Nur wenn urspriinglich in allen Ecken der Randwert Null
vorgegeben ist!

Beispiel: Au =0 auf (0,1) x (0,1) mit
u(x,0) =0, wu(x,1)=1—=x x € |0,1]
w(0,y) =sin(3y), uw(ly)=0 yel01]
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zerlegung in Auy =0 auf R:=(0,1) x (0,1)
u1(z,0) =0, wu(x,1)=1-—2x z € [0,1]
u1(0,y) =0, wui(l,y)=0 y € [0,1]

und

Aug =0 auf R:=(0,1) x (0,1)

us(x,0) =0, wug(x,1)=10 x € |0,1]
ug(0,y) =sin(§y), wuz(l,y)=0  ye[0,1]

|osen der Probleme und Addition der Ergebnisse brachte mit u = uq + ug auf
den ersten Blick das richtige Ergebnis.

Aber:

1) Was ist mit den Randdaten fiir u; bzw. uy im Punkt (0,1)7?
2) Welchen Wert wiirde u in (0,1) annehmen? Vorgegeben war u(0,1) = 1.
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Ausweg: Man zieht zunachst eine bilineare Eckenfunktion

ug(z,y) = a+ br + cy + dzxy, u = ug in den Ecken

von u ab. v :=u — ug l0st die DGL
Av= Au—Aug =0

mit angepassten Daten, die in den Ecken verschwinden.

Lose maximal vier Probleme fiir v — v = v{ + v9 + v3 + V4

Die Losung des urspriinglichen Problems ist u© =wug + v
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Laplacegleichung auf Ringen, Kreissegmenten,
Innerhalb oder auBBerhalb von Kreisscheiben etc.

Beispiel: v = Temperatur in einem Kreisring 1 < 22 + y? < 25

Temperatur wird innen konstant auf u; gehalten und auf dem duBeren Rand ist
die Anderung der Temp. proportional zur Differenz der konstanten AuBentem-
peratur u 4 und der lokalen Temperatur u(z,y):

v(z,y) = uy fir 22+ 9% =1
Onv(z,y) = k(v(z,y) —ua)  fir 2> +y*> =4

oder zum Beispiel:

Temperatur wird innen konstant auf u; gehalten und ist auf dem duBeren Rand
gleich der konstanten AuBentemperatur u 4

v(z,y) = uy fir 22+ 9% =1
v(x,y) = ug fiir 22 4+ 9% = 25

19



Verniinftig: Polarkoordinaten x =1T1cos®, y=rsing, und

v(@(r, ¢),y(r, @) = ulr,¢) .
Differentialgleichung muss umgerechnet werden:
Up = Vg - Ty + Uy - Y = €08(@)vy + sin(¢)v,,

usw. Man erhilt (Beweis: Ubungsaufgabe)

2

Zu losen ist dann:
I Upp + TUr + Uy, = 0 1<r<50<¢<2r
mit u(1l,¢) = uq, u(5,9) = ua

T Upy + TU + Uy = 0 < 7“2(1)m—|—vyy) = 0.
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Laplace Operator in Polarkoordinaten:

Au = 0 < r’u.,. + ru, + Upp = 0.

Produktansatz: u(r, @) = w(r) - v(o)

Neue Dgl.: 72w v + 71w -v + w-v" =0
Sortieren nach v und w: v(r*w” + rw') = —w - v”
r2w” 4 rw'’ v’
= —— =\
w v

System gewohnlicher Dgl'n:

V" (p) = —dv(9), r?w” (r) + rw'(r) — dw(r) =0

v sollte 2 —periodisch sein, daher kommen nur \;, = k? und

V(@) = apcos(kd) + brsin(kep), keN, vy(¢p) =ag

in Frage.



Gleichung fiir die passenden wy, lautet

r?w” (r) + rw'(r) — k*w(r) =0

wo = ¢o + dp 11’1(7“) :

k # 0: Eulersche Dgl.: Substitution r = ¢! oder Ansatz w(r) = r?

liefert

wi(r) = cpr=F + dpr”

Jede Funktion wy, - v 16st die DGL. Da die Dgl linear und homogen ist, ist Jede
lineare Kombination auch eine Losung
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Allgemeiner Ansatz bei AuBen—/Innenraum eines Kreises, bei Ringen, bei Kreis-/
Ringsegmenten

u(r,¢) =co+doln(r) + > (crr™ + dpr®)(ar cos(ke) + bysin(ke))
k=1

Je nach Gebiet werden nur Teile dieser allgemeinen Losung verwendet

man sucht nach beschrankte Lésungen!
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Um beschrankte Losungen zu erhalten setzt man

e im Innenraum:
Au = 0 fiir 22 + 9% < R?, w(z,y) = ugr(zx,y), auf 22 + y* = R*.

Setze: ¢, = 0 und dy = 0.

Es bleibt: u(r, ) = co + Z (ardi)r® cos(kp) + (bpdi)r® sin(ke))
k=1

Damit das rechnen spater schoner wird setzen wir

A
co = 70 ardp = 4k also Ay = apdy,R*

und erhalten den Ansatz:

u(r, ¢ A? + i ( ) (Ag cos(ko) + Bysin(ke))

k=1
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e im AuBenraum:
Au = 0 fir 2 4+ 9% > R, uw(z,y) = ug(z,y), auf 22 +y? = R?.

Setze d;, = 0 und erhalte analog:

00 k
u(r, ) = Ao 4 Z (?) (Aj cos(k¢) + Bysin(ko))

2
k=1

e im Ring mit RWE u(R1,®) = u1(¢), u(Ra,d) = us
volle Ansatzfunktion.

Koeffizienten iiber die zwei Randbedingungen bestimmen!

e im (Ring-)Sektor: Wenn auf mehr als einem Randstiick Randdaten # 0
zerlegt man notfalls, wie beim Rechteck (Beispiel B). Ansatzfunktionen
miissen evtl angepasst werden.
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Beispiel:
Au = 0 fiir 22 4+ y? > 9, w(z,y) =1— 2% auf 2?2 +9y*=09.

Allgemeiner Ansatz auf dem AuBenraum z2 4 y? > R? :

00 k
u(r, ) = % 4+ Z (§> (Aj cos(kp) + Bysin(ko))

k=1

Randwerte: u(z,y) =1 — 22, auf 22 +y* = R*=9

Mit x = r cos(¢) folgt

w(R,¢) =u(3,¢) =1— (3cos(¢))? =1 —9cos?(¢) =: up(¢)
u(R, ¢) = g‘) + ) (%) (Ag cos(ke) + Bysin(kg)) = uo(¢)
k=1

Das ist gerade die Fourierreihe von ug(¢). Im allgemeinen Fall:
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uo(@) = Ao + Z Ay cos(ko) + By sin(ko)

2
k=1

3| =

berechne: A =

![;Wuow»coak¢>d¢

1 27 .
Bi= o [ uo(@)sin(ko)ds
™ Jo
und erhalte die Losung

©¢

u(r.g) =2+ Y

k=1

(?) k (Ag cos(k¢) + Bysin(k))

In unserem Beispiel:

u(3,6) = 1 9cos(9) = 1 -9 (L2522 = ug(9)

Andererseits nach unserer Losungsformel:
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u p—

A ©. @)
- + kz_:l (Ay cos(k¢) + Bysin(ko))

Im allgemeinen Fall miissten wir jetzt berechnen:

27
A = 1 / (1 — 9cos?(¢)) cos(ke) do
™ Jo
2m
By, = 1 / (1 — 9cos?(¢)) sin(ke) do
™ Jo

Alternativ: Nutze cos(2¢) = cos?(¢) — sin’(¢)

u(3,0) = ug(¢) = 1 - 9cos*(¢) = 19 (1E32).

Ao
2

7 9

+ Z (Ag cos(k¢) + Bysin(ko)) S — cos(2¢)

uBo) =G+ 3 S- 5

Koeffizientenvergleich liefert die Fourierkoeffizienten von uy
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Wir hatten:
_ Ao (RY Ay, cos(k¢) + Bysin(k
u(r, ) = e i Z - (Aj cos(k¢) + Bysin(ko))

k=1
Damit erhalten wir die Losung

3
,

Losung in kartesischen Koordinaten :

2
Wir haben u(r, ¢) = —g — % (§> cos(2¢) .
r

x = rcos(¢), y = rsin(¢p).

2 2
Nutze cos(2¢) = cos?(¢) — sin®(¢) = CU_Z -

r r

( ) 7 81 zr? — y?
u(x, - —— — : )
Y 2 2(x?2 4+ y?) x2 4 y?
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