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Horsaaliibung zu Blatt 3 Differentialgleichungen 11
Erhaltungsgleichugen; StoB3- und Verdiinnungswellen,
Burgers Gleichung

Die ins Netz gestellten Dateien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung gegebenen
zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder Schreibfehler,
die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Zur Erinnerung: Im Hausaufgabenblatt 2 hatten wir mit

u(x,t) = Dichte im Punkt x zum Zeitpunkt t,

v(x,t) = Geschwindigkeit im Punkt x zum Zeitpunkt ¢,

q(x,t) = u(z,t) - v(x,t) = Fluss in (x,1)

die Massebilanz Uiy miassen & bau.

(¢ }Ji U’Cﬁz’t/ém/

a+Aa t Y ‘h g B {fngj#

/ u(x,t)de = My + / (¢(a,7) — gla+ Aa,7))dr.sv~ =5 7
a to 2 B. stickourse

Erst nach Umformungen und unter Voraussetzung der Differenzierbarkeit
wurde daraus:

u(z,t) = —qu(z,1)



Erhaltungsgleichungen in einer Raumdimension

Cauchy-Problem: N
——
ug + f(u)x% 0, inRxRT |
u(@,0) = up(x)  auf Vo € R ol
|
U(xfﬁ)):uoix) >
f = f(u) = Flussfunktion.
Wegen f(u(z,t))e = f'(u) - tq
wird mit a(u) := f’(u) aus der Dgl.:
Also Form von letzter HU. Dort: keine Probleme mit eindeutigen Lésungen.
Das muss nicht so sein! —7 a,,_.g/,wl\j(. //@) _ ¢ .  lingar in 1
2

HU»‘L ‘{(C‘-) = L ﬂt-(é} Jinear '

3



Burgers Gleichung

»
ut—l—uux:ut—l—(?> = 0,
4\ /X

02
Also f(u) = ) Und f'(u) = u.

Charakteristiken = Kurven (z(t),t) mit: x(t) lost —

Entlang der Kurven (xz(t),t) gilt wieder: i 0

Also fiir jede Losung der Differentialgleichung

d
—u(x(t),t) = Uup-T+u = Up-u+u = 0

dt
—>  Losung u konstant entlang Charakteristik



—>  &(t) = u konstant entlang Charakteristik

—>  Charakteristiken haben konstante Steigung

—  Charakteristiken sind Geraden.

Die Idee war:
Bestimme zu (xz(t), t) auf der zugehdrigen Charakteristik zg = x(0) in der Form

_— —

xo = wo(z,t) -

Dann gilt  wu(x,t) = ug (xo(z,t))

W(x(0),0) = o (x(2)) = hfx-)

Frage : Geht das immer eindeutig?




Methode aus letzter HU fiir

du

E =0 :>:L_L($(t)at) — C2

d / /

d—:;j:u:CQ :>x(t):C2t+clzut+cl X:MLZ+C,(

Also|lc; = x — ut|und|coy = u

und wie in der letzten HU:

Co = @(cr) <= \u= o(xr — ut { allgemeine Losun
2= 6(c1) <= |u = oz —ut)(allg 8) L eehlfans

T - o Im
fin fongs ok % Ofd,—/ (e Lasens
t=0: u(x,0) = ¢(x) =ug(x) Alsoju = ug(x —ut). | 238 wen
- \/ W(x, o) = S~ () = b= 0¢)

C;':MO W = Sflr’r'(x_b'!')




Wegen &(t) = u = u(z(t),t) = u(x(0),0) =

erhalten wir die Charakteristiken:

uo(z(0))
z(t) = x(0) + uo(z(0)) - ¢

/

z(t) wachst auf der Charakteristik mit der Rate/dem Faktor: .l (X<)

ophsth:  Steigung in der x — t—Ebene: _/
Uo(X-) "L
Beispiel: |
(:2 r < —2 - “%/«Z -
— 2 x
u(:U,O):<@ 2 < x<2
|2 x> 2 |
— t
= r <-2t-7
u(x,t) = < 4):£ bz < 2¢2¢ \U‘ 2
Fiv \2 T2 2{_2’& \ '
Ua = -2 °F Uo () =%
_ 2 «sL0) =<2 ke = Td. “
X -2
U U (x-ub) = w_ulb )
p— X(l_’):“Z’é*{'Xc

U = X
(et

(/(-U*LL = X




Fall 1) wg stetig und monoton steigend:  ug(a) < uo(b) Va < b.

Es sei (x4(t), t) die Charakteristik durch (a,0) und (x(t), t) die Charakteristik durch (b, 0).
s—— S

Dann gilt: @4(t) = uo(a) und 3(t) = up(b) und damit
=
io < iy VYa<b

x wachst auf der Charakteristik durch (b,0) mindestens so schnell wie auf der Charakteristik
durch (a,0). Qualitativ erhilt man folgendes Bild

Die Charakteristik durch (a,0) kann die Charakteristik durch (b,0) nicht einholen. Es gibt keine
Schnittpunkte von Charakteristiken! Losung ist eindeutig.



Fall 2) wug stetig und ug(a) > wug(b) fir irgendein a < b. Dann gilt
dja > x.b

Die Charakteristik durch (a,0) holt die Charakteristik durch (b,0) irgendwann ein! Es kommt
zu Mehrdeutigkeiten!!

x-Achse

Die Mehrdeutigkeit tritt spatestens dann auf, wenn fiir ein ¢ und ein § € R folgendes gilt:

330—|— UO($0)°t = (CCO—|—6)+ UQ(CCO+6)'t.



Fall 3) ug monoton steigend aber nicht stetig.

Es gibt irgendwo einen Sprung in den Steigungen und damit Gebiete in denen keine Charakte-

ristiken verlaufen.
.. . . —1=U r<x
Beispiel: Burgers Gleichung mit u(x,0) = ¢ °

|/ e D> eain

4 ’(f ro—t < x < mo + 2t
u=2 "_"\
- 2 ( $>$O—|—2t/

X (£y=2E %o

\3

Vorlesung: Der charakteristikenfreie Bereich wird durch eine sogenannte

Verdiinungswelle

aufgefiillt.
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Allgemeiner: Fiir die Burgers Gleichung mit u; < wu, und

Uuj

u(x,0) = {

l6st u(x,t) = <

Uy

.

\

r < xg
p—
xr > X

w x < xo+ u - t,

r — X
t

w,

© 2@ tu b

wo+uz-t<x<@ t>0

in jedem einzelnen (x, t)— Bereich die Differentialgleichung. In unserem Beispiel

A iS‘}' 5/‘<.Aj
x _-:)(Df‘l:

Auf der letzten roten Linie: X —xo ok —xs
r — X t < -

b7 u(x(t),t) = - — _ |
ll: ( () ) n _ n S_OL(/?J oo‘[ o/(csc,r

4 A Auf der ersten blauen Linie: St
u=-1 U=2 T — T
N u(x(t),t) = - 0 — 9
o+ 26 =%
el g 2f ) -,
€ 2

(A SJ"-AJ &Cl—dé
ojt'as cr SU‘F&

af
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Fall 4) wg springt nach unten.
Es gibt irgendwo einen Sprung in den Steigungen und die Charakteristiken schneiden sich.
Beispiel: Burgers Gleichung mit

| s(¢)
5l
4 ~
5l
o= (B <m
U, = —1 T > xo N
¢
U e > < S[) 0 oge 2 X e A
U (% ) = . 1t
W, K > S( ) ,Hl

Vorlesung: Die Unstetigkeit bewegt sich entlang einer sogenannten
StoBwelle s(t) (Schock) ]
Frage: s(t) =7 Wic musS s (é) oS Schom ?
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Vo

ﬂx\%}) Schwache Lésungen:
A

A Testfunktionen v(x,t), z € R, t € RT diffbar mit kompaktem Triger:
N7 0 o) & 0

fjut—vﬂ I+ JJ(f(u))wiJxﬂ =0
jfw jfu»q 5 o W(u)vl&_j”(u),&

Partielle Integration

—_———

/OOO /_Z(uvt + v. f(u))dzdt 4 /_O; wo(x)vo(x)dz = 0

Sizen 27
Bei einer StoBfront (Unstetigkeitskurve) s(t) muss gelten: ECWQ’5“"J“ : \JU E ;:n_a
Rankine- Hugoniot- Sprungbedingung: cs W |
A,y '}L )_ _g(u\ (%I,{h
~- i_i | w G, {)Jiag(‘“"*')
U — Uy [u] = . 04 U
i Sprwen VTR

s () ¥
%12 — u; + u, o Q S N 3 )= «g(‘h’\(x“{))‘g(u(x’l,{)

fir Burgers also s$(t) = 2= : ) ) o
T
mla]a.i'\‘-"‘
(l‘tzvur' (01(_ 4(“(4(’{’ lLLLMQRS“L
2 (we- 2 (we-ar) (/ Ur) - | %2 5. (), e, <)

SW) (ug-vr) = Clug)-fw) 13



Sei f streng konvex, wie bei Burgers Gleichung.

Warum bei u; < u, nicht auch eine StoBwelle?

Physik / Betrachtung Grenzfall von Ldsungen von

ur + (f(u))e = €uy, fir e — 0 liefert: e

Die physikalisch sinnvolle, eindeutige schwache Lésung, die Entropielésung erfiillt. b= 2

die Entropiebedingung; Uz~ AR

3C > 0:Vz € R, t,z € RT: u(z + 2,t) — u(z, t) < $=. \\ ///
>0 Uy M! &L) _ - ?

Damit kann ein Sprung in w nur nach oben erfolgen und jede StoBfront s(t) einer Entropieldsung

erfUHt ‘r ’5_1[/3143 L(ahl/{.)(
/ ur
Fllw) > s> f(u) (lug) 7 f(wd <=2 %47
Fiir Burgers also: N > = S Uy
HA 3 |
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Zusammenfassung:

Uy Tr > X

us + (f(u))z = 0, (f streng konvex), u(x,0) = {ul = o

f<ul) _ f(ur)

® u; > u, : StoBfront s(t) mit 5(¢t) =

U — Uy
<
u(e,t) = {’“l v < s(b)
Uy x > S(t) . /
_U T
o u; < u,: Verdiinnungswelle. Mit g = (f’)_1 :Ew’jvf-f’ /(0)
/. -1
2 ( 7C ) :'_.’Ic:j = j
i 95§960—|-f’(ul).t,
’U,(xat): { g(x_tmO) x0+f/(UZ)t<x<$o—|—f/(ur)t
( Ur xZCUO‘Ff/(UT)-t.
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= = #(u) = u = Identitit
Zu unseren Beispielen: u; + u - u, = 0 also f(u) = %, f'(u) = u

( L 2_' /
UZ—2 ZE<£U() . :M(/’(Hr_:______‘_:_‘
we@,0) =3 " T =) = e e L
\’l”_ -
t,
rul:2 gj<{‘é+x" |
\ 1
AN
(ulz—l r < X
u(az,O)—<UT:2 T > X
\
r’U;l = —1 T < Xo-‘é e n

4+ X
—Xo < X, +/7 v 7
u<$’t>:<xb xo*d.ém_x*\ < %ak
Uy = 2 T >)'(‘+‘le u=-1 u=2
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Weitere Beispiele:

A: Mehrere Verdiinnungswellen

u(x,0) = ¢
—
O )(3)(°+u/7l
~ A ><_<.’-2‘—é
’u,(ilj‘,t):< = X — (2 b gx =2
5 I
© -2 =X
Q < <3+ 0€
WA t) = o X=3 3 < L3k
t

1 747/3—1'!:
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B: Mehrere StoBBwellen

% x <|—1,
u(x,0) = -:_<___—1__M) -1 <z <1
—2 x > 1
N
Zunachst erhalt man Lo e — : >
s .,A) - A W = =z
o W + Gy _ 2 T __._f.
Sl(t): -—E-"‘ - .-————{_—Zﬂ— Y 54(0):—"‘4 Sn(é):'-—/’——%'é'
° 3
Sg(t):M{+UV _ f/(.-Z:_;B_- S(O):/( Sl(fﬁjﬂ_—;’,{-
2 2- 2 z
—
(1 L) }-E’L,
= x <su(t)="""7
2 2-£
u(z,t) = ¢ —1 s, <<= ¢)="-7
_ 2
. 2 T >4~ El_
H,/I-.
sy
<o Za’\gc’ J:HS OJ! ]['L
— —-’1""’ < X {/{d*’{- A :PDcruCL leer Cd(k
— 2 A-31 < =
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Aber nur so lange bis sich die StoBfronten treffen:

n= " s
5
Sl(t)ZSQ(t) — .
£ 3 3 V¥ -
- = = /- ,J ==7(E"74') =" 7 s
2’ -
Neue StoBfront mit ul:f und u, =— 2 e=°
g 8
Si(2) =S (2) = s;(2)= —a-
s3(t) = s3(t™) + s3(t)(t — t¥)
T 2 s(2)- =75
3 = = -
2 2 Y
Es 3 ]
Sa= - - 50 %)
S
38 3. 3L 4
3 (L S .-L o -Fts -7
3 <t:-—3'—--'--"("g> s ' %S 5
U(x’t>:{22 i Sggt; . Ul)t
— xr > S _ = A
’ - RE 2
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C: StoBwelle trifft Verdiinnungswelle

Zunachst erhalt man wie gahabt
eine Verdiinungswelle und eine StoBwelle:

:

1]

t=o0

Y/

(Schwache) Lésung zunéchst, also fiir hinreichend kleine ¢:

.

—5
/z=0" " ~t
u(x,t) = {\Ot/ Clj z z
(G v
Sd(f) it
rnd
U\("‘J%)

ng_(,l,kr-": = O

_ : OZwa,ﬂ/} LCOV
Sdob o lfE gl
Lt alse 2 2
P
si(2) =2 sty 21
- T2z
S (f) - ke oA Y :
A 5 2. 7
° X< slb)e 4 L
2

—A A

<7 377
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Kann nur gelten bis t = 1. /
- 1/2 Xs-M - unvirnd o

U\(xl’{>3 X _.._/_'..4_74.:40 '
> <~ net T
(h=- Iy L"'\___ \"\

— 1

o< X
A\

Dann: Neue Unstetigkeit s(t) mit

up y Uy = —

s8(t) = 5 - sl(t) — 3 (inhom. lin. ODE) $,(¢) = 5; - sn(t)




Sh(t) — Ct1/27

sp(t) = c()t'/? = e(t)t!/? = — 1

— () = — L7172

c(t) = —t/? +d

also z.B. s,(t) = —t¥/? . ¢t/ = —¢

Und nun? Anfangswert? Wo geht sz(t) los?

Ksl(t):cﬁ—t 731“):0 —
==

c V1 —A=0 =7

=,(t) = Ve -f

c=4
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Fiir t > 1 gilt zunachst: 4y

u(z,t) = %

Wie lange?

Firt =4gilt -1 =Vt —1t

StoBwelle ist durch Verdiinnungswelle durch! s(4) = =2, w; = —3, u, = —1

Neue Formel fiir StoBfront fiir t > 4:

1

s(t) = s(4) + 4O —4) = —24 —2— - (t - 4)

1 3
—5 < —=2t 1,
u(x,t) = 2 — ;l +
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Andere Differentialgleichung

w + ((uw+ 1)2)m =0, u(x,0) = ug(x)

[ |
Hier gilt f(u) = (u + ]_)2 und f’(u) = 2(u + 1) =: v, ,f (W) = ¥ = (4?) (v)= A
dso g(v) = (F) (W) =u=2—-1 7 ] S =

Qu+ 2 =V

\ V. 2

W

Zum Beispiel fiir Pa
—1 < (3

u(x,0) = { T O

0 r >3

erhalten wir eine Verdiinnungswelle ( S C/'/’O /,5)
3 d
[ r < xo+ f(w) - t,

- PA
_ 3 o =
u(x,t) = <9<x tm) m0+f’(w)-t<w<§o+f’(ur)-t

2

\ xZwo—T—f’(_’zﬁa)-t. /
oy £ < 3 ?f*’*): 2(/“*0
2k /
_ 23 _2 3<x < 3+ g(U\Q)-—‘;[('”)—”O
9 - X > 3424

gr(\i\()s 5/ (G):Z 24



Fir u; > w, muss eine StoBwelle eingefiihrt werden mit

fuw) — f(uy) _ (g + 1) — (u, + 1)2__

$(t) =

U — Uy w— .

Zum Beispiel fiir

-1 >3

upsl T > s(t) = 34k

( t)—{ul:o xSS(t):s(o)+é[L>_% R

ug-: O

Wy = -1
4(“1 (0+4)% = 4
_F(bw = (- /HA)

(Jc) $ae) £(ur)

((ag)= 2 (man)= 2
g(‘]\r) 20w =2
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Zur Hausaufgabe 3

Zur Erinnerung: Erhaltungsgleichung lautet
( Dichte ); + ( Fluss ), = 0  hier: uy +q, = 0

wobei FluBS= Geschwindigkeit - Dichte

Wenn Sie Teil a) nicht schaffen, geht es in b) weiter mit

ut"‘(u'vmax(l_ - )) =0

umaa:

Die Bedingung fiir StoBwellen ist zwar bei Burgers u; > w,., im Allgemeinen aber:

filw) > f'(ur) hier ¢ (w) > ¢'(ur)

Die Sprungbedingung muss gelten!

StoBwellen: Charakteristiken laufen in StoBfront rein!
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