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Horsaaliibung 2 Differentialgleichungen I
Quasilineare Differentialgleichungen erster Ordnung
Charakteristikenmethode

Die ins Netz gestellten Kopien der Unterlagen sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung
gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen). Tipp— oder
Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz erfolgt NICHT!

Die Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!
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Beispiel Erhaltungsgleichung: u; + (q(u,v)), = 0
Genauer: u(x,t); + q(u(z,t),v(x,t)), = 0

c i
Einfachster Fall mit nicht konstantem ¢(x,t): Transportgleichung
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Dichteprofil bewegt sich mit der Zeit, ohne sich zu verandern

q(x,t) =c-u(x,t) — ue(a,t) +c-uzx(x,t) =0 kurz us + cu, = 0.
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Abbildung 1: Anfangsfunktion u(z,0) und Losung u(z,t)



Idee: Bei vorgegebenen
Anfangswerten auf einer
Anfangskurve zum Bei-
spiel fiir t =0

u(x,0) = ug(x)

e Finde in (z,t)—Ebene Kurven (xz(t),t) entlang derer u konstant ist

e Finde Schnitt von Kurve
(x(t),t) mit Anfangskurve (hier (¢ = 0)

e |Lese Funktionswert ab.



1. Schritt: Auf den Kurven (Charakteristiken) soll u(xz(t),t) = K gelten, also

Sulw(t),t) = e X+ ML T - ("¢)
ué 4 x(é) Ux ~ O damit  « konstant
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2. Schritt: Zum Beispiel fiir die Transportgleichung u; 4+ cu, = 0
mit u(z,0) = ug(z) = f(x)
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A: Anfangswertaufgabe fur Lineate homogene Differentialgleichung

(Koeffizienten nicht von u abhangig)
w

M) ue(z,t) + a(@,t) ug(z,t) =0 zeR, ¢ c RT, (%)

u(z,0) = g(x) =z €eR.

Schritt 1: Bestimme Kurven s — (z(s),t(s))’ mit

dt B dx

EZE — B(SU,t) E{ — CL(CU,t)

Dann gilt langs dieser Kurven (Charakteristiken)

d dx dt
-~ — - - T o (ar LTsuny
Also fiir jede Losung u der DGL P (x(s),t(s)) = 0.
S

Jede Losung der DGL (*) ist (im homogenen Fall) konstant entlang
dieser Charakteristiken



Alternativ: Einfacher und schneller geht die konkrete Losung im Fall 5(x,t) # 0
mit ¢ als Parameter:

dt dax
Wir h e g
ir hatten o B(x,t) . a(x,t)
Die Charakteristiken sind Kurven ¢t — (xff)) mit

o dx a(x,?)
t(t) = 7 Bt

Schritt 2: Bestimme Schnitt der Charakteristik durch (z,t) mit Kurve der
Anfangswerte.

Schritt 3: Lese Wert fiir u(x,t) ab/Bestimme Formel fiir u(x,t).



Beispiel 1)

2uy — duy =0,

ﬂzg d—aj:—if oder d_x: "_j:_...Z

ds . ds dt 2 |
:@t) = — 2t 4k )

Losung konstant auf den Geraden fv_il‘/:éibj

Schnittpunkt der Geraden mit der z— Achse (=<

P

(Anfangswerte) @(O\)iﬁj

Auf der Charakteristik: u(z(t), t) = u(x(0), 0) =/sin(%:2)

Wie hangt £ von z und t ab?

A

Losung @ u(x,t) = s /n (—g) = sia (Xv‘j/f)




ACHTUNG : Die Anfangswerte konnen nicht beliebig vorgegeben werden.
Obige DGL mit

u(—2a,a) = g(a)

—> keine oder unendlich viele Losungen

Obige DGL mit

u(z,t) =x fir \/(t—1)2+22=1 = keine Lésung.




1-us+ (x+ 1u, =0 re€R, t>0,
u(x,0) = g(x) reR

7[::/ x(%)
Also fiir x #£ —1:
celR
/
dx /,
=|dt = ln0x+1|)zk—|—t — | z(t) =ce’ — 1
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O
Die Dgl. u; + (x 4+ 1)u, = 0 lautet fiir x = —1:

uy =0 = u(—1,t) = u(—1,0) = g(—1).

Charakteristiken zum Beispiel 2
2
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Auf den Kurven ist die Losung konstant und hangt nur von c ab.
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Wir hatten x(t) = ce® — 1 also: < fxé = X +1

:_-________________._.—-—-—-———-\

c= cdt(%Jr/‘J
x (@)= Cd@#/f = <-4
Firt=0git  wo:=a(0)=c—1  Ulx(t)¢) - alieeo) = 4(10)
= 3(<-A)

Das zu (x,t) gehdrige xg ist also | 29 = ¢ ¢ (x44) _ 4

Auf jeder Charakteristik gilt dann wieder

€
u(x7t):u(x07o):g(x0):g(e (X+A] )

——
—_—
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Beispiel 3): Eine Dimension mehr!

ooy

22U, + yu,, + tuy = 0, z,y € R, teRT

Zum Beispiel versehen mit Anfangsbedingung u(z,y,2) = sin(x)e™Y.

Suche Kurven (x(s),y(s),t(s)) mit u(z(s),y(s),t(s)) konstant!

5
Dann gilt 2 X /7 %
d 01% S Q_l_j__ 4 WU :{..é
asu(@(s),y(s),1(s)) = wx - =37+ ¥y T3 v J
Charakteristisches Differentialgleichungsystem:
le = 2 X CAa/Gu{L:LgthiSKAas ijé - 57/57&0’”’
ds
dy N \j@uéﬁn(!zla u?j
s ]
— 6256”?
Jt L
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ds
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Oder mit ¢ als Parameter fiir ¢t # 0 fiir 2zu, + yuy + tuy = 0

X ax féf—”-f#— o a6 2m () £ h, 8 x)- nD
o ¢ I It —> x:iag“ (ED)* = et o Lye
f}.la ﬁj- — S*"\?{’“ ‘f 5 " A
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Jetzt allgemein: Quasilineare Differentialgleichung 1.0rdnung :
(Koeffizienten diirfen von u abhdngen! Kann inhomogen sein)
Zum Beispiel:

1-ug(x,t) + alx,t,u) ug(z,t) = bla, t,u).
e —

Hilfsproblem : Suche Funktion U(z, ¢, u), die die PDE

1-U + a(z,t,u) - Uy + blz,t,u)-U, =0 (1)
- P e~ —
ST
lost. Wie oben stellen wir auf:
Das charakteristische Differentialgleichungsystem mit s als Parameter

dt B dx du

= =1 — e
dS a(x7t7u)7 dS

7 = b(x,t,u)

oder (mit ¢ als Parameter)
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Dann gilt fiir jede Losung U der DGL (1) langs dieser Kurven (Charakteristiken)

d dx dt du
%U(aﬁ(s),t(s),u(s)) — Ux-% + Ut-£ + Uu-%

=U; +aU, +b0U, =0

Integration des Systems (2) = Zwei Integrationskonstanten C, C5
s e

Charakteristiken werden durch 2 Parameter festgelegt

U(z,t,u) = &)(01, () = K konstant auf Charakteristiken — wi< febr b
—_ Bsp

~

moll JC-
E: d— K — M) = @(C_l(x,t,u),cg(:z;,t,u)) zi Q;ijjwj o

LSsenyg &
Eine Gleichung fiir zwei Unbekannte: Lose wenn moglich auf Cy = f(Ch)
L6se wenn moglich nach u auf!

-
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Exkurs: Nachweis Zusammenhang DGL (1) und urspriingliches Problem

Auf jeder Charakteristik{ U(x,t,u) — K = 0.

Falls U, # 0, dann kann nach dem Satz iiber implizite Funktionen nach u

aufgelSst werden: u = u(z,t) mit woz @< t)
\70>( U . —(U )_1 USU —-—(/Iu U % = MK
jo‘é Ut - Y Ut _ uu M‘E — U\L.
Also Ux: —Ux'Uu Ut: —ut-Uu
(D Uit alUs +bU, =0 < —u. —auxy/—l—b

<— —u; —au, + b =0
Lo Ug+aU x
u lost also urspriingliche Differentialgleichung.

—_
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Beispiel 1: Eine lineare inhomogene Anfangswertaufgabe

1
1+ 22
Schritt 1: Charakteristisches Differentialgleichungsystem aufstellen:

1 U — 2Uuy = t, u(x,0) =

dr __ du __
E_”Z dt_‘é‘

Schritt 2: Losen, Integrationskonstanten mit Hilfe der Variablen ausdriicken

— x(t) =-2¢ +C u(t) = _.5 + D

_ _ L°
C= x+2¢ D=4-3 35@ D)= O

Schritt 3: Wenn moglich D = f(C') nach u auflésen

P (x+2%, u- J%ZZ>T’
uwéz;— jC(>~<+J«U

) (= Bo flsh ] o 2550 18




Schritt 4: f und damit « mit Hilfe der Anfangswerte bestimmen.

2
u(,(,%)._._f, P B——
A+ (xX+3€E)
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Beispiel 2) =l

AUy + Y u, = u?, u(z,1) =1 reR,yeRT

Hilfsproblem: U

?&Hf&mc#&/ X j’cwgé/%
Schritt 1: Charakteristisches Differentialgleichungsystem aufstellen:

dy  vy2 du  y2
de 2 4 dz 4
é/_/

Schritt 2: Losen, Integrationskonstanten mit Hilfe der Variablen ausdriicken

d 1 1
/%Z/d%,:——zx—CH: Ci=—-+=x
Yy = Y Yy

1
vollig analog erhdlt man | (s = — + x

u
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Schritt 3: Wenn moglich Cy; = f(C7) nach u auflésen

1 1
Losungen erfiillen :  ®(C1,C%) = ®(— + z, — + ) =0

_ Y U —

Im Falle der Auflésbarkeit gilt: Cy = f(C)

o= (510

U

7(@(“) _ %

%//\jcmofhc L;5Mj

Lo el wne A
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Schritt 4: f und damit v mit Hilfe der Anfangswerte bestimmen.
/I
Anfangswerte  wu(z,1) =1

U(Qj,y) — 1 : y::; U\<><f/t> = -—-——'—/'—"”"’—_‘ =
g
Y
/] = Ag(/(*x) - x -L
enha
|4 % :4(4_1_%_), — ‘gﬁjOK
? L s M4x — ><"—"/u"}l
Yptp-l = (P = PeE)
T
LL;;J__EQ W (Xv) = y A - 'Lf:?/
~—:j’ + x =% v
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Beispiel 3: (nur bei geniigend Zeit)

Bestimmen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe

2 up + 2xuy = tu, reR, teRT,
u(x,0) = sin(x).
- T

LOosung:

Fiir die Charakteristiken gilt )
o [defodt o (0] 2 2EC
E =2r = = Xl = ¢ .<

2t

z(t) = cre?t, 5, jc1 = ze %

) 12w Zx‘_‘j
du Ja . Q/Y; }u] = 3 + &
—=tu == BT L.J% 7 ( AR %2/2_
._C-Z’t U=1 ¢ * .J— P
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2
_t2
Also co = ue™ 2

Mit einem-geeigneten @ gilt dann: ®(ci,c) =0 =

Falls auflésbar nach ¢ :»02 = f(cl)ﬂ
J:‘Z/2 >

>

Ml

\!

_t)
Co = W< _ -?(CA> } j[ (x(:lé) ne ((%?-

"12/2_ -2‘:)
Anderel’selts ’l{(ajj O) ; Sln(l’), also W= 2a g(%e

-

U(ZE,O) = 60 . §(>< 60) = sk (%) e jCG() = Sin (¥) @

Damit erhalten wir die Losung

2

@) + @ u(z,t) = sin(ze ") - ej?.

e —

24



