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Aufgabe 1: [7 Punkte]

Gegeben ist die folgenden Anfangswertaufgabe fiir u(x,t):
up + u-u, = 0, r€ER, teRT

4 r < —1,
w(z,0) =40 —-1<ax<0,
-4 0<ux.

a) Berechnen Sie die Entropielosung fir ¢ € [0,¢* ) mit einem hinreichend
kleinem ¢*.

b) Bis zu welchem ¢* kann die Losung aus a) maximal fortgesetzt werden?

c) Geben Sie die Entropielosung fir ¢ > t* an.
Losung:

a) An den zwei Sprungstellen der Anfangsdaten fiihren wir zwei StoBwellen ein.

Die Sprungbedingung verlangt:
440 0—4
a(t) = ; =2 wd () = o = 2.
Wir erhalten die Stofronten
si(t) = —=1+2t und sy(t) = —2t.
Fiir hinreichend kleine ¢ ist
4 < —1+42t
u(z,t) =0 142t <z < =2t (3 Punkte)
—4 =2t < x.

eine schwache Losung.
b) Fir t* mit
—142 = 2" = A =1 "=} (1 Punkt)
treffen die StoBfronten aufeinander und die Losung aus a) wird mehrdeutig.

¢) Fit t* = 1 gilt s1(¢) = s5(t) = —3 und

) 1 1
s3(t) = —5 + &M -7) = —5
Fir ¢ > ; gilt
4 xz S _%>
u(z,t) =
—4 x> -1 (3 Punkte)
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Aufgabe 2) [3 Punkte]

Gegeben ist die folgende Differentialgleichung fiir u(zx,y):
T Ugy — (m‘l'y)uxy + y'uyy = 0.

Geben Sie die Ordnung der Differentialgleichung an und bestimmen Sie den Typ der Diffe-
rentialgleichung (elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch) in den Punkten

() = (1) wd (32) = (2).

Losung:
Die Differentialgleichung hat die Ordnung zwei. (1 Punkt)
Der typ wird vom Vorzeichen von

)2 2% — 2zy + y? e\ 2
D(z,y) = -y — 5 =—— = - (=)

bestimmt.

elliptisch falls D(x,y) > 0,
Die Differentialgleichung ist ¢ parabolisch ~ falls D(x,y) = 0,
hyperbolisch  falls D(z,y) < 0.

D(1,1)=1-1- (1;721)2 = 0 = Die Differentialgleichung ist

in (:”1) = G) parabolisch.

v

D(1,-1)=1-(-1) — (-D® — _1 —s Die Differentialgleichung ist

22

in (”) = (_11) hyperbolisch.

Y2

(2 Punkte)
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Aufgabe 3: [4 Punkte]

Sei u eine in der Kreisscheibe € := {(z) € R? : 22 + y? < 25} harmonische Funktion mit
vorgegebenen Werten g(z,y) auf dem Rand der Kreisscheibe. Also

T
Y
T
Y

Au(z,y) = 0 fﬁr()GRZ:x2+y2<25

u(z,y) = g(z,y) ﬁn‘( ) e R?: 2%+ 4% = 25.

Fir die folgenden zwei Falle kann man jeweils eine Losung ohne lange Rechnung angeben.
Finden Sie die Losungen und begriinden Sie Thre Antworten.

x+y+18
—9

b) g(z,y) = 22 + 2y°.

a) g(z,y) =

Losung:
. . r+y+18 . . . .
a) Die Funktion u(x,y) = —g = g(x,y) 16st die Potentialgleichung in der gan-
18
zen Kreisscheibe. Wegen der Eindeutigkeit der Losung ist u(x,y) = %— die
eindeutige Losung in €.
(2 Punkte)

b) g(z,y) = 22% + 2y* = 2(2* + y?) ist auf dem Rand 99 konstant gleich 50.

u(z, y) ist also konstant auf dem Rand von Q. Da Maximum und Minimum von v in €2,
auf dem Rand angenommen , ist u in der ganzen Kreisscheibe konstant u(z,y) = 50.

(2 Punkte)
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Aufgabe 4: [6 Punkte]

Bestimmen Sie die Losung der Anfangsrandwertaufgabe

U — 30UZ, = 0 O<z<22m, 0<t,
u(z,0) = 20sin(3z) 0 <z <2m,
u(z,0) = 24sin(3x) 0<z<2nm,

w(0,8) = 0 0<t

w(2m,t) = 0 0<t.

Losung:

Mit L = 27 und ¢® = ++/36 lautet die Losungsformel:

o ckm ckm km
t) = Z lAk CoS (t) + By sin <t>] sin (x)
k=1 L L L

Also
> k
= Y [Ag cos (3kt) + By, sin (3kt)] sin (2:1:) : (1 Punkt)
k=1
Fir t = 0 also "
> 3
0) = > A sin (x) = 20 sin(=x)
= 2 2
Also Az = 20 und Ay = 0 sonst. (2 Punkte)
- . [k
= > [—Ag -3k -sin(3kt) + By - 3k - cos (3kt)] sin 5%
k=1
und fiir t = 0: . L
w(z,t) = Y 3kBy sin <2x> = 24 sin(3mx)
k=1
Also 36+ Bg = 24 und By, = 0 sonst. (2 Punkte)

u(z,t) = Az cos (3 - 3t)sin (zx) + Bgsin (3 - 6t) sin (SI)

4
= 20 cos (9t) sin (;x> + gsin(18t) sin(3x) (1 Punkt)



