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Aufgabe 1: [5 Punkte]
Berechnen Sie die Losung der folgenden Anfangswertaufgabe fiir u(zx, t):

w — 4t3u, = et z €R, t € RY,
u(z,0) = 14 sin(2x) z e R.

Losung: Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:
= 43 = do = —43%dt = z=—t"+ C; [1 Punkt]
D=t = du=e'dt = u=—e¢"+ Cy. [1Punkt]
Mit C; =2 +t*und Cy =u+ et

machen wir den Ansatz

Cy = F(Cy)

und erhalten

ut+et= flxr+th)

und damit die allgemeine Losung: u(z,t) = f(z +t*) —e'. [1 Punkt]
Die Anfangsbedingung verlangt:

w@,0) = fx+2-02)—e®= flz)—1 = 1+sin(2z).

Also f(z) =2+ sin(2z) und

u(z,t) = 2 +sin(2z + 2t*) — e, [2 Punkte]
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Aufgabe 2: [4= 242 Punkte]

a) Die Funktionen

0 z<1+t voorst
uy(z,t) = v= und up(z,t) =¢ 21 1<az<2t+1
2 r>1+t !
2 24+ 1<z

sind beide schwache Losungen der Anfangswertaufgabe

2 0 <1
wA (%) =wtuu=0, u@0)={ """  zeR teR".
2 ). 2 x>1

Entscheiden Sie mit Begriindung welche der beiden schwachen Losungen die Entro-
pielosung ist.

b) Gegeben ist die Anfangswertaufgabe

v? 2 <0
wt =] =vit+v-v,= 0, v(z,0) = -7
' <2>$ ' (0) {—2 x> 0.

Entscheiden Sie mit Begriindung welche der folgenden Funktionen v; bzw. vq
(2.1) 2 x <0, (2.1) 2 r < 2t,
v (x,t) = vz, t) =
! -2 x>0 ? -2 x>2t

die Entropielésung der Anfangswertaufgabe ist.
Losung:

a) Hier steigen die Anfangsdaten und f ist konvex. Es gilt
fllw) =u =0 < 2=u, = f'(u,).
Die Stofifront einer Entropiebedingung miisste die Entropiebedingung erfiillen:
fllw) =u > $(t) >u. = f'(u,).

uy ist keine Entropieldsung. uy ist die Entropielosung (Standard Verdiinnungswelle).

b) Die Anfangsdaten fallen, also wird eine Stofiwelle eingefiihrt. Die Sprungbedingung
lautet
) v + U, 2—2
$(t) 5 5

Somit its v; die Entropieldsung.
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Aufgabe 3: [14+1+2 Punkte]

Gegeben sei die Differentialgleichung

4Uxa;—2uxt+4utt = 0 furjf ER,t>O

a) Schreiben Sie die Differentialgleichung in Matrix-Schreibweise um.

b) Bestimmen Sie den Typ der Differentialgleichung (elliptisch, hyperbolisch oder para-
bolisch).

c¢) Transformieren Sie die Differentialgleichung auf Diagonalform « - @, + 8 - 4., = 0.

Losung:
. 4 -1 : : .
a) Mit A = (_1 4 ) lautet die Matrixschreibweise
VI A-Vu=0. (1 Punkt)
b) Aus 4 -4 — (=1)> > 0 bzw. det(4) = 16 — 1 > 0 folgt, dass die
Differentialgleichung elliptisch ist. (1 Punkt)

c¢) Eigenwerte von A:
A=NA-N)—1=0= 4d-A2=1=>4— )= £1.
Wir erhalten die Eigenwerte Ay =3,y =5 (1 Punkt)

un damit die Diagonalform

3ty + St = 0. (1 Punkt)
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Aufgabe 4: [64+1 Punkte]

a) Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

Ugp — Mgy = <§ — 1) sin(t) fur x € (0,2),t > 0,
u(z,0) = g fiur x € [0,2],
u(2,0) = 1— % fir z € [0, 2],

u(0,t) = sin(t), u(2,t) = ; fir ¢t > 0.

Uberfiihren Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der Randdaten
in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randdaten fir eine Funktion v(x,t).

Geben Sie die neue Anfangsrandwertaufgabe (Differentialgleichung , Anfangsbedin-
gungen und Randbedingungen) an.

b) Geben Sie die Losung der Anfangsrandwertaufgabe aus a) fir v(z,t) an.
Losung:

a) Homogenisierung;:

v(w,t) = u(w,t) — [sin(t) + (3 = sin(t)] = u(z,t) = § — sin(t)(1 - %).

oder

u(r,t) = v(z,t) + 7 + sin(t)(1 - 5). [1 Punkt]

Dann gilt:

uy = vy +cos(t)(1 — 3), uy = vy — sin(t)(1 — 3), Vop = Ugy [1 Punkt]

Neue DGL: vy — sin(t)(1 — 35) — Yge = (% — 1) sin(t) <

’ Vit — oz = 0. ‘ [1 Punkt]

Anfangswerte:

v(@,0) = u(z,0) — [sim(0) + 5(5 — sin(0))] = ¥ — % =
v(z,0) = 0 [1 Punkt]

v(2,0) = wy(z,0) —cos(0)(1 - %) =1-2 —(1-%) =
vi(2,0) = 0 [1 Punkt]

v(0,) = u(0,t) — [sin(t) + §( — sin(t))| = sin(t) — sin(t) = 0.
v(2,1) = u(2,t) — [sin(t) + 2( — sin(t)] = § —sin(t) — § + sin(t) = 0.
Randwerte: | v(0,t) =v(2,t) =0 [1 Punkt]
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b) Da alle rechte Seiten der Anfangsrandwertaufgabe fiir v gleich Null sind, 16st
v(x,t) = 0 die Aufgabe. [1 Punkt]



