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Aufgabe 1: [5 Punkte]

Berechnen Sie die Lösung der folgenden Anfangswertaufgabe für u(x, t):

ut − 4t3 ux = e−t , x ∈ R, t ∈ R+,

u(x, 0) = 1 + sin(2x) x ∈ R .

Lösung: Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:
dx
dt

= −4t3 =⇒ dx = −4t3dt =⇒ x = −t4 + C1 [1 Punkt]
du
dt

= e−t =⇒ du = e−tdt =⇒ u = −e−t + C2 . [1 Punkt]

Mit C1 = x + t4 und C2 = u + e−t

machen wir den Ansatz

C2 = f(C1)

und erhalten

u + e−t = f(x + t4)

und damit die allgemeine Lösung: u(x, t) = f(x + t4) − e−t. [1 Punkt]

Die Anfangsbedingung verlangt:

u(x, 0) = f(x + 2 · 02) − e−0 = f(x) − 1 != 1 + sin(2x) .

Also f(x) = 2 + sin(2x) und

u(x, t) = 2 + sin(2x + 2t4) − e−t. [2 Punkte]
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Aufgabe 2: [4= 2+2 Punkte]

a) Die Funktionen

u1(x, t) =

0 x ≤ 1 + t

2 x > 1 + t
und u2(x, t) =


0 x ≤ 1
x−1

t
1 < x < 2t + 1

2 2t + 1 ≤ x

sind beide schwache Lösungen der Anfangswertaufgabe

ut +
(

u2

2

)
x

= ut + u · ux = 0, u(x, 0) =

0 x ≤ 1,

2 x > 1
x ∈ R, t ∈ R+.

Entscheiden Sie mit Begründung welche der beiden schwachen Lösungen die Entro-
pielösung ist.

b) Gegeben ist die Anfangswertaufgabe

vt +
(

v2

2

)
x

= vt + v · vx = 0, v(x, 0) =

2 x ≤ 0,

−2 x > 0.

Entscheiden Sie mit Begründung welche der folgenden Funktionen v1 bzw. v2

v1(x, t) =

2 x ≤ 0,

−2 x > 0
v2(x, t) =

2 x ≤ 2t,

−2 x > 2t

die Entropielösung der Anfangswertaufgabe ist.

Lösung:

a) Hier steigen die Anfangsdaten und f ist konvex. Es gilt
f ′(ul) = ul = 0 < 2 = ur = f ′(ur).
Die Stoßfront einer Entropiebedingung müsste die Entropiebedingung erfüllen:
f ′(ul) = ul > ṡ(t) > ur = f ′(ur).
u1 ist keine Entropielösung. u2 ist die Entropielösung (Standard Verdünnungswelle).

b) Die Anfangsdaten fallen, also wird eine Stoßwelle eingeführt. Die Sprungbedingung
lautet

ṡ(t) = vl + vr

2 = 2 − 2
2 = 0.

Somit its v1 die Entropielösung.
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Aufgabe 3: [1+1+2 Punkte]

Gegeben sei die Differentialgleichung

4uxx − 2uxt + 4utt = 0 für x ∈ R, t > 0

a) Schreiben Sie die Differentialgleichung in Matrix-Schreibweise um.

b) Bestimmen Sie den Typ der Differentialgleichung (elliptisch, hyperbolisch oder para-
bolisch).

c) Transformieren Sie die Differentialgleichung auf Diagonalform α · ũηη + β · ũττ = 0.

Lösung:
4uxx + 2 · (−1)uxt + 4utt = 0 für x ∈ R, t > 0 .

a) Mit A =
(

4 −1
−1 4

)
lautet die Matrixschreibweise

∇T · A · ∇ u = 0. (1 Punkt)

b) Aus 4 · 4 − (−1)2 > 0 bzw. det(A) = 16 − 1 > 0 folgt, dass die
Differentialgleichung elliptisch ist. (1 Punkt)

c) Eigenwerte von A:
(4 − λ)(4 − λ) − 1 = 0 =⇒ (4 − λ)2 = 1 =⇒ 4 − λ = ±1.

Wir erhalten die Eigenwerte λ1 = 3 , λ2 = 5 (1 Punkt)
un damit die Diagonalform

3ũηη + 5ũττ = 0. (1 Punkt)
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Aufgabe 4: [6+1 Punkte]

a) Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

utt − 9uxx =
(

x

2 − 1
)

sin(t) für x ∈ (0, 2), t > 0,

u(x, 0) = x

4 für x ∈ [0, 2],

ut(x, 0) = 1 − x

2 für x ∈ [0, 2],

u(0, t) = sin(t), u(2, t) = 1
2 für t > 0.

Überführen Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der Randdaten
in eine Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen Randdaten für eine Funktion v(x, t).
Geben Sie die neue Anfangsrandwertaufgabe (Differentialgleichung , Anfangsbedin-
gungen und Randbedingungen) an.

b) Geben Sie die Lösung der Anfangsrandwertaufgabe aus a) für v(x, t) an.

Lösung:

a) Homogenisierung:

v(x, t) = u(x, t) −
[
sin(t) + x

2 (1
2 − sin(t))

]
= u(x, t) − x

4 − sin(t)(1 − x
2 ) .

oder
u(x, t) = v(x, t) + x

4 + sin(t)(1 − x
2 ) . [1 Punkt]

Dann gilt:
ut = vt + cos(t)(1 − x

2 ), utt = vtt − sin(t)(1 − x
2 ), vxx = uxx [1 Punkt]

Neue DGL: vtt − sin(t)(1 − x
2 ) − 9vxx =

(
x
2 − 1

)
sin(t) ⇐⇒

vtt − 9vxx = 0. [1 Punkt]
Anfangswerte:
v(x, 0) = u(x, 0) −

[
sin(0) + x

2 (1
2 − sin(0))

]
= x

4 − x
4 = 0.

v(x, 0) = 0 [1 Punkt]

vt(x, 0) = ut(x, 0) − cos(0)(1 − x
2 ) = 1 − x

2 − (1 − x
2 ) = 0.

vt(x, 0) = 0 [1 Punkt]
v(0, t) = u(0, t) −

[
sin(t) + 0

2(1
2 − sin(t))

]
= sin(t) − sin(t) = 0.

v(2, t) = u(2, t) −
[
sin(t) + 2

2(1
2 − sin(t))

]
= 1

2 − sin(t) − 1
2 + sin(t) = 0.

Randwerte: v(0, t) = v(2, t) = 0 [1 Punkt]
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b) Da alle rechte Seiten der Anfangsrandwertaufgabe für v gleich Null sind, löst
v(x, t) ≡ 0 die Aufgabe. [1 Punkt]


