Differentialgleichungen I

Jérn Behrens

Zusammenfassung




1. Einfuhrung

Physikalische Prinzipien hinter PDGLn

Erhaltungsprinzip Variationsprinzip

L . Grundlegende Definition
Kontinuitétsgleichung i o o

Eime Gieichung bew. ein Geichungssystem der Form

R R ) *u

fiir eine gesuchte Funktion w : D —» R™, D

Diforsntalgiaichungsn (PG oder PDE) fir die m Funktionen u

Tritt eine der partiaten Ableitungan pter Ordmung (8
spricht man von einer PDG der Ordnung 5.

s-) enplzit auf, 50

Bemerkung: In A




Physikalische Prinzipien hinter PDGLn

Erhaltungsprinzip Variationsprinzip

Idee: Leite PDGI aus physikalischem Gesetz (Erhaltung) her! Idee: Leite PDGI aus physikalischem Gesetz (Minimierung) her!

Membran = Minimalflache
Minimierungsproblem: Minimiere Beugungsenergie

Masse M im Kontrollvolumen V

M:/Vp(a:) dx

-
Ja

- .
1+ 0y, u? + dp,u? drydre = min
1 2

uloo = ¢




Grundlegende Definition

Definition: (Partielle Differentialgleichung)
Eine Gleichung bzw. ein Gleichungssystem der Form

p p p
F(x,u(x) Ju Ju 0Pu o0Pu 8u):O

"9z By Pz, OP 1210z’ Py,

fur eine gesuchte Funktion u : D — R™, D C R", heiBt ein System partieller
Differentialgleichungen (PDG oder PDE) fiir die m Funktionen uq(x), ..., un(X).

Tritt eine der partiellen Ableitungen p-ter Ordnung (aplxl‘??gmwn) explizit auf, so
spricht man von einer PDG der Ordnung p.

Bemerkung: In Anwendungen treten typischerweise
(Systeme von) PDG erster und zweiter Ordnung auf.




Kontinuitatsgleichung

Kontinuitatsgleichung: Flussfunktion:
e Sei nun p(x, t) die Massendichte einer physikalischen GréBe (z.B. Fluiddichte). e Schreibe die Kontinuitatsgleichung mit Hilfe einer Flussfunktion q(x,t):
e Es gelte ein Erhaltungsprinzip der Form :))1 p(%,8) + V - q(x,£) = 0.
p(x,t) dx = 0.

dt De e Wir vermeiden zwei unbekannte GroBen p und q in einer Gleichung durch

,t) = , 1),V st)y..u).
e Nach Reynoldschem Transportsatz gilt dann: (1) = alp(x,1), Ve(x, 1))

e Beispiel: Der Fluss q ist proportional zur Dichte p, also

/; [§p+ v- (pv)} (x,t) dx = 0.

ot q(x,t) =a-p(x,t), acR"
e Da D, C R" beliebige Teilmenge, gilt die PDG (Kontinuitatsgleichung): o Dann erhalten wir die (Transportgleichung):
9 o
—p(x,t) + V- (pv)(x,t) = 0. —p(x,t) +a-Vp(x,t) = 0.

ot ot




Kontinuitatsgleichung:
e Sei nun p(x,t) die Massendichte einer physikalischen GroBe (z.B. Fluiddichte).

e Es gelte ein Erhaltungsprinzip der Form

d
pm . p(x,t) dx = 0.

e Nach Reynoldschem Transportsatz gilt dann:

/Dt [%p V- (PV)] (x,t) dx = 0.

e Da D; C R™ beliebige Teilmenge, gilt die PDG (Kontinuitatsgleichung):

%p(x, t)+ V- (pv)(x,t) =0.




Flussfunktion:

e Schreibe die Kontinuitatsgleichung mit Hilfe einer Flussfunktion q(x,t):

0
ap()g t) +V- (](X, t) = 0.

e Wir vermeiden zwei unbekannte GroBen p und q in einer Gleichung durch
a(x,t) = al(p(x,t), Vp(x,t),...).
e Beispiel: Der Fluss q ist proportional zur Dichte p, also
qa(x,t) =a- p(x,t), aeR",

e Dann erhalten wir die (Transportgleichung):

0
ap(x, t)+a- Vp(x,t) =0.




2. Charakteristiken-
Methode

Das System 0 Di

x(t) = a(x(1))
heiBt das einer
homogenen linearen PDE

S aix)ur, =0, xeR"

Beiapial: Yis baricaie e POE i el Viralon
e+ oy + 6+ 3 = 0

Daa charsbmistiche Sysme Lt cavn

Definition: Das auf ganz " definierte Anfangswertproblem

wet 3 ai(x,twur, = b(x, L) inB x (0,0) v
1
w=1g aul " x {t =0}
bezeichnet man als ein Cauchy-Problem.

e tmatzt e atgmenn Lonug

10.



Definition: Das autonome System gewohnlicher Differentialgleichungen

x(t) = a(x(t))

heil3t das charakteristische Differentialgleichungssystem einer
homogenen linearen PDE
n

Y ai(x)uz; =0, x € R"
1=1

11.



Beispiel: Wir betrachten die PDE in drei Variablen

ruz + yuy + (z° + y2)u. =0

Das charakteristische System lautet dann

r = x
y =y
2=x2_|_y2

und besitzt die allgemeine Losung
z(t) = c1e
y(t) = coe

1
2(t) = S(cf+c3)e* +e3

12.



Definition: Das auf ganz R" definierte Anfangswertproblem

(

upt 3 ai(x,tu)ug, = b(x,t,u) inR™ x (0, c0)

\ 1=1

| u =g auf R™ x {t = 0}

bezeichnet man als ein Cauchy—Problem.

13.



3. Erhaltungs-
gleichungen

(Burges Gichurg)
Ot Burges Grihung ot gogrbenduch dis Fusmfbon £(v) = 3. bw, rch

dan Cochy Proties Definition: (schwache Lisung)
o ine Funktion u € L(X x [0, () heiBt Integrafasung oder schwache Lsung der

o P Erhaltungsgleichung w + f(u), = 0, fals fiir alle Testfunktionen v gilt

o Dl Limang it grgben darch uit) = 20+ (). / / (o o) it |/ wla(e.0) ds =0

o Fall oy gagebes 5t durch

(4

o etwichal (1) i ¢ + 1 eine Sinpibwitit

« B Massische Lomrg des Burgers Gichung exstier nu k! e

« Die bl Losur vt f 1 10,1

Deinition: (Stofalienkizung)
Eine Stobueieeloning u st mne schaache Losung der Exhatungsgheichurg Das
b

S, =0
werm tine Stediront 2 = o O evistient, 5n doss w jewels fir x < s(1) und
= > wit) eine Masssche Losung der PGD st urd o bes £ = s(() ein Sprungstele
it Sermghiie

W)(0) = os(t)*.£) - uls{t),

besitzn. (1) ek Stobgeschwindighcit

Satz: (Rankine Hugoniot Bedingung)
Ist & = s(t) die Stoéront eines Stodwellenlsung von v + /() = D, 5o gilt fir
die StoBgaschwindighet 4(1) die Rankine-Hugoniot Bedingung

1] _ Jale(t) 1)) - S(u(s(t)*, 1))

[ uls(t) . 6) = ulslt) 1)

14.



Beispiel: (Burgers Gleichung)

Die Burgers Gleichung ist gegeben durch die Flussfunktion f(u) = %2 bzw. durch
das Cauchy-Problem

ug +uuy = 0 in Rx]0, oo
u= 1w auf R x {t =0} .

t=21

Die Losung ist gegeben durch u(t) = zg + tug(zo).

e Falls uy gegeben ist durch
1 : z2<0
w(z)=¢ 11—z : 0<z<1
0 : z2>21

dann entwickelt z(t) fiir ¢ — 1 eine Singularitat.

e Eine klassische Losung der Burgers Gleichung existiert nur lokal fir 0 <t < 1.
e Die lokale Losung lautet fiir t € [0,1][:
1 @ z<1
u(z,t) =4 G0 : 0<t<z<l
0 : =z>1

15.



Definition: (schwache Losung)
Eine Funktion v € L*°(R x [0, 00[) heiBt Integrallosung oder schwache Losung der
Erhaltungsgleichung u; + f(u), = 0, falls fur alle Testfunktionen v gilt:

/Ooo /_C:(uvt + f(u)vg) dzdt + /_O; uo(z)v(z,0) dz = 0.

16.



Definition: (StoBwellenlosung)
Eine StoBwellenlosung u ist eine schwache Losung der Erhaltungsgleichung Das
Anfangswertproblem

wenn eine StoBfront z = s(t), s € C'! existiert, so dass u jeweils fir z < s(t) und
x > s(t) eine klassische Losung der PGD ist und u bei x = s(t) ein Sprungstelle
mit Sprunghohe

[W](t) = u(s(t)",t) — u(s(t) ", 1)

besitzt. $(t) heiBt StoBgeschwindigkeit.

17.



Satz: (Rankine-Hugoniot Bedingung)
Ist x = s(t) die StoBfront einer StoBwellenlosung von u; + f(u), = 0, so gilt fur
die StoBgeschwindigkeit $(¢) die Rankine-Hugoniot Bedingung

] _ Flu(s®)™,t) = fuls(t)", 1))
t)=,t

S.: =

[u] u(s(t)=,t) —u(s(t)*, )

18.



4. Entropie-
Bedingung

Satz: (Verdiinnungswelle)
Sei das Riemann Problem mit der Burgers Gleichung u, + uu, = 0 in Rx]0, 00|
und u(x,t = 0) = 2o gegeben. Es sei

< N
up(z) = w z<0 mit u; < u,.
U : x>0

Dann ist die Verdiinnungswelle gegeben durch
woox < f(w)t
u(z,t) =4 9(7) : flu)t << flunt
ur x> f(un)t

eine Integrallosung des Riemann Problems.

Definition: (Entropiebedingung)

Eine Integrallosung heiBt Entropieldsung, falls die Lésung die folgende Entropiebe-
dingung oder Lax-Oleinik-Bedingung erfillt

Es gibt ein C > 0, so dass fiir alle z, 2 € B, £ > 0 mit = > 0 gilt:

u(t,z + z) - u(t,r) < ('":.

19.



Satz: (Verdiinnungswelle)

Sei das Riemann Problem mit der Burgers Gleichung u; + uu; = 0 in Rx]0, oo
und u(z,t = 0) = xo gegeben. Es sei

uo(x) = u : rso mit u; < u
7w, ¢ >0 : r

Dann ist die Verdunnungswelle gegeben durch

w :ox < f(ug)t
u@t) =4 g(2) © flu)t<o< )
ur x> fl(up)t

eine Integrallosung des Riemann Problems.

20.



Definition: (Entropiebedingung)

Eine Integrallosung heiBt Entropielosung, falls die Losung die folgende Entropiebe-
dingung oder Lax-Oleinik-Bedingung erfullt:

Es gibt ein C' > 0, so dass fur alle z,z € R, £ > 0 mit z > 0 gilt:

u(t,z + 2) —u(t,z) < gz

21.



5. PDGLn
zweiter Ordnung

Definition: (PDG 2. Ordnung)
Eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben

durch R .
3 istie, + Y bitta, + fu
=

Dabei sind die Terme a;y, by, f und g Funktionen von x = (x1,...,2,)"

Definition: (Klassifikation partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung)
Definition: (Korrekt gestelltes Problem) Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = (a4;).5-1..,» konstant und symmetrisch)
Ein korrekt gestelites Problem (auch wohigesteltes Problem) besteht aus R :
(V7 AV)u+ (b V)u+ fu=g.

o ciner in einem Gebiet definierten partiellen Differentialgieichung, und
LA, die Eigenmerte der Matrix A

o cinem Satz von Anfangs- und/oder Randbedingungen,
’ e alle i = 1,....nu e A: ichen,

50 dass die folgenden Eigenschaften erfill sind Gy nd haben sl A leches Voraricher, so
1. Bxstenz: Es existiert wenigstens eine Losung. die alle Bedingungen erfillt 2 Falls g OF slled m 3., und ket s Egumenrt oo snderss Verzsichen
2. Eindeutigheit: Die Losung it eindeutiy: ais die Glbrigen 1 — 1 Eigenwerte, s0 heibt de Gleichung hyperbolisch
3. Stabilitit: Die Losung hingt stetig von den Anfangs./Randbedingungen ab 3. Git An‘ =h" fiir mindestens ein k € {1,...,n}, so heiBt die Gleichung

parabalisc
1. Die eliptsche Lapiace Gleichung
Su=0.
2. Die hyperbalische Wellen-Gleichung
Yt~ Bu =0,

) 3. Die parabolische Warmeleitungs.-Gleichung
= A,

(n=1)
(n=3)

22.



Definition: (PDG 2. Ordnung)
Eine lineare partielle Differentialgleichung 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben

durch
n n
z QjjUg;z; T szumz + fu =g.
ij—=1 i—1
Dabei sind die Terme a;;, b;, f und g Funktionen von x = (z1,...,2,)".

23.



Definition: (Klassifikation partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung)
Gegeben sei die PDG 2. Ordnung (A = (ai;)i j=1....n konstant und symmetrisch)

(VITAV)u+ (b"V)u + fu=g.
Seien \q,...,\, die Eigenwerte der Matrix A.

1. Falls A\; # O fur alle 7 = 1,...,n und haben alle \; gleiches Vorzeichen, so
heiBt die Gleichung elliptisch.

2. Falls \; # 0 furalle: =1,...,n und hat ein Eigenwert ein anderes Vorzeichen
als die ubrigen n — 1 Eigenwerte, so heiBt die Gleichung hyperbolisch.

3. Gilt Ay = 0 fiir mindestens ein £k € {1,...,n}, so heiBt die Gleichung
parabolisch.

24,



1. Die elliptische Laplace-Gleichung

Au = 0.

2. Die hyperbolische Wellen-Gleichung

Ut — Au = 0.

3. Die parabolische Warmeleitungs-Gleichung

Ut = Au.

25.



Definition: (Korrekt gestelltes Problem)
Ein korrekt gestelltes Problem (auch wohlgestelltes Problem) besteht aus

e einer in einem Gebiet definierten partiellen Differentialgleichung, und
e einem Satz von Anfangs- und/oder Randbedingungen,
so dass die folgenden Eigenschaften erfullt sind:
1. Existenz: Es existiert wenigstens eine Losung, die alle Bedingungen erfullt;
2. Eindeutigkeit: Die Losung ist eindeutig;

3. Stabilitat: Die Losung hangt stetig von den Anfangs-/Randbedingungen ab

26.



6. Laplace-

Gleichung

Definition: (Laplace- und Poisson-Gleichung)
Sei u € C2(R") eine zweimal stetig diff'bare Funktion, x € D) C R* offen,
u=u(x). Dann ist die Laplace Gleichung gegeben durch
Au=0.
Die Poisson- Gleichung ist gegeben durch
~Au={

mit vorgegebener rechter Seite [ = f(x)

Definition: (Greensche Funktion) ition: ( r Laplace Gleichung)
Sei U ¢ R offen und 4% (y) die Lésung des Dirichiet-Problems Die Funktion #(x), x € B, x # 0, definiert durch
AP = in 7 1) -
2 loglz] (n=1)
¥ = by -x) auf dU. ‘I’["):{ it (l \l\rl\z"‘ (n23)
W 0} 2

Dann ist die Greensche Funktion G auf U gegeben durch

heiBt Fundamentallésung der Laplace-Gleichung.

Glx,y)=dly —x) - ¥'(y) xyel,x#y.

Satz: (Mittehwert-Eigenschaft harmonischer Funktionen)
Sei U C R" eine offene Menge. Ist u € C3(U/) harmonisch, dann

Bix.cu
f wdS= f udy.
amixn) )

Satz: (Eindeutige Losbarkeit der Randwertaufgabe)
Sei g € C(OU) und f € C(U). Dann existiert hochstens
eine Losung u € C2(1) N C(U) des Randwertproblems

it fir jece Kugel

u(x)

Y
g auf OU.

u

Def
Ein

Y

27.



Definition: (Laplace- und Poisson-Gleichung)
Sei u € C%(R™) eine zweimal stetig diff'bare Funktion, x € D C R" offen,
u = u(x). Dann ist die Laplace-Gleichung gegeben durch

Au = 0.
Die Poisson-Gleichung ist gegeben durch
—Au=f

mit vorgegebener rechter Seite f = f(x).

28.



Definition: (Fundamentallosung der Laplace-Gleichung)
Die Funktion ®(x), x € R", x # 0, definiert durch

o = { LSl =D

n(n—é)a(n) ”:EHZ—n (’I?, > 3)

heiBt Fundamentallosung der Laplace-Gleichung.

Satz: (Darstellung der Losung der Poisson-Gleichung)
Eine Losung der Poisson-Gleichung

—Au=f inR"

ist gegeben durch

30.



Satz: (Mittelwert-Eigenschaft harmonischer Funktionen)
Sei U C R” eine offene Menge. Ist u € C*>(U) harmonisch, dann gilt fiir jede Kugel

Bx,r)cU
u(x)=][ udS=][ udy.
dB(x,r) B(x,r)

Satz: (Eindeutige Losbarkeit der Randwertaufgabe)
Sei g € C(OU) und f € C(U). Dann existiert hochstens
eine Losung u € C?(U) N C(U) des Randwertproblems

—Au = f inU
u = ¢ auf OU.

31.



Definition: (Greensche Funktion)
Sei U C R™ offen und ®*(y) die Losung des Dirichlet-Problems

AD* = in U
®* = &y —x) auf OU.

Dann ist die Greensche Funktion G auf U gegeben durch

G(x,y) =2y —x)-9%(y) x,yeUx#Yy.

Satz: (Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung)
Sei u € C?(U) eine Losung des Dirichlet-Problems der Poisson-Gleichung. Dann

lasst sich u in der Form

u) = [ oG x) a0 + [ [9)Gxy) dy (xeU)

darstellen. f und g sind die rechte Seite, bzw. Randbedingung des Dirichlet-
Problems.

33.



7. Greensche
Funktion

Definition: (Poissonkern)

Die Funktion

2z, 1
K(x,y) = — i,
(y) na(n) [x —y|™’

mit x € R’}, y € IR} heiBt Poissonkern von R’}

Satz: (Dirichlet-Problem fiir die Laplace Gleichung)
Sei das Randwertproblem

{Au:() in  RY

u=g auf IR} ={x=(; z,)" ta, =0}

gegeben. Dann ist die Losung gegeben durch die Poissonsche Integralformel

2z, 9(y)
X) = dy.
)= 2atn) Joms -y ¥

34.



Definition: (Poissonkern)

Die Funktion
2T, 1

na(n) [x —y|™’

K(x,y) :=

mit x € R?, y € OR” heit Poissonkern von R”.

35.



Satz: (Dirichlet-Problem fiir die Laplace Gleichung)
Sei das Randwertproblem

Au=0 in R}
u=g¢g auf 8R1:{x:(:p1,...,xn)T:xn:O}

gegeben. Dann ist die Losung gegeben durch die Poissonsche Integralformel

w(x) = 2Ty, 9(3’)
() /a dy

na(n) Jon x—yl*

36.



. Warmeleitungs-
gleichung

heiBt Fi

) Die Funktion

®(x,t) ;;{ ﬁy"’% (x€R",t>0)

0 (xeR",t<0)

der War

ichung

Bemerkungen: (Lsung fiir das Cauchy-Problem)
Mit Hilfe von ®(x, ¢) lisst sich fiir das Cauchy-Problem

{ u = Au=0

R"x]0, o[

u=g auf R"x {0}

eine Losungsdarstellung in der Form eines Faltungsintegrals angeben:

ulx, )

der
TE(U1) eine Lasung der Wirmelkeitungsgleichung. so gilt

1 [x -yl
i 'l"'/m...‘ (t—s

fir jede Menge E(x, t:r) € Uy

von Lasungen der

Satz:
Das Anfangsrandwertproblem

w-Adu =f inl,
u =g aufly

auf dem beschrankien Gebiet Uz mit stetigen Funktionen / und g besitzt maxmal

cine Lisung u € C3(Ur) N C(Ur)

[ wx=ytats) ay

u - Au in B"x]0, 0¢
u(x,0) =g(x) auf R" x {t=0}

besitzt die Losung

ulx,t) /011( y.l]l/[y}vlyl// Olx—y,t ~ 5)f(y,s) dyds.
n o Jue

7 nlﬁl\f\“l

37.



Definition: (Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung) Die Funktion

L e a R™ ¢t >0
O(x,t) := { (47t)2 e (xeRYE>0)
0 (x € R",t < 0)

heiBt Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.

Bemerkungen: (Losung fiir das Cauchy-Problem)
Mit Hilfe von ®(x,t) lasst sich fiir das Cauchy-Problem

ug—Au=0 in R"x]0,00[
u=g auf R"x {0}

eine Losungsdarstellung in der Form eines Faltungsintegrals angeben:

uxt) = [ @(x-y.0(y) dy

38.



Das inhomogene Anfangswertproblem mit inhomogenen Anfangsbedingungen

{ ur — Au = f in R™x]0, oo
u(x,0) =g(x) auf R" x {t=0}

besitzt die Losung

uxt) = [ S0x—y.0gy) dy+ [ [ @(x—y,t-9)f(v.s) dyds

39.



Satz: (Mittelwerteigenschaft der Warmeleitungsgleichung)
Ist u € C%(Uy;) eine Losung der Warmeleitungsgleichung, so gilt

1 x — y|?
t) = — dyd
U(x’ ) 4rn L(x,t;’r) (t o 8)2 U(y, 8) e

fur jede Menge E(x,t;r) C Uy.
Satz: (Eindeutigkeit von Losungen der Warmeleitungsgleichung)

Das Anfangsrandwertproblem

'U,t—A’U, :f inUt
u =g auf'p

auf dem beschrankten Gebiet Ur mit stetigen Funktionen f und g besitzt maximal
eine Losung u € C?(Ur) N C(Ur).

40.



9. Wellengleichung

Zusammenfassung: (Reflektion des Halbraumes ;)
Sata: (Formel von & Alembert) Eine Losung des Anfangsrandwertproblems
Eine Lisung des cindimensionalen Anfangswertaroblems

=t =0 in R x [0,c],
wegue b auf Rx (=0}

auf Ry x {t =0}

=tz = 0 in R x0, 00
w=0 auf {x=0}x]0, 00|

it 9, h gog

at von &' Alembrt: ist gegeben durch

1 1
w(zt) = glata+0) +ox -]+ 3

" his) . o= Mol 0 sz =04 My farazez0
! ) Lglo+t) —gl—x+ )]+ 3 [2 i) dy fur0<x<t

X Bemerkung: (Mittelwert Gber der Sphire) Fiir x € R", 1> 0 und 7 > 0 definiere
Bemerkung: (PO)SD"S('IG Formel fiir n = 2) den Mittelwert 1) iiber der Sphire dB,(x) (od ich dB(x, r)
Die Lsung des Anfangsproblems der Wellengleichung o von 43,1 ” 4x) (oder auch 9B(x.)
Uy = A
u=g, u

Weiter sei
lautet fiir x € R?, 1 > 0 (Poissonsche Formel):

in R0, o0
auf R x (1=0}

wy.0) dS().
w0

2h(y) + 1Ds G(xir) 1= f £ dS(y)
u(X.l):l][ () +2h() +1 xly{»u—x)dy oo
2Jonn @~ Iyl

Hixr = ]( hiy) dS()
o)

Bemerkung: (Kirchhoffsche Formel fiir n = 3) Satz: (Euler-Poisson-Darboux Gleichung)

Die Lasung des Anfangsproblems der Wellengleichung Sei x € R" fest und u eine Losung der Wellengleichung

Uy —ABu=0 inRx)0,c0] ugr — Au=0 in R"x]0, 00[
pow=h auf B3 (1=0) u=g, u=nh auf R"x {t=0}

lautet fiir x € R?, ¢ > 0 (Kirchhoffsche Formel) Dann lést U(zx; 7, t) die Euler-Poisson-Darboux Gleichung
wx, )= )( (th(y) + () + Dg(y) - (¥ = X)) dS(3)
om0

in R, x]0, o0
o= H auf Ry x {t =0}

41.



Satz: (Formel von d'Alembert)
Eine Losung des eindimensionalen Anfangswertproblems

Ust — Uz = 0 in R X [0, 00],
u=g,us =h auf R x {t =0},

mit g, h gegebene Anfangsbedingungen, ist gegeben durch die Formel von d'Alembert:

T+t
u(z,t) = lo@+1) + 9@ 1) + 3 / i) d.

42.



Zusammenfassung: (Reflektion des Halbraumes R )
Eine Losung des Anfangsrandwertproblems

Utt — Ugy = 0 in Ry x]0, 00
u=g,us =h auf Ry x {t =0}
u=0 auf {x =0}x]0, 0]

ist gegeben durch

u(zx,t) = {

lg(z +1t) +g(x—1t)] + %f;jtt h(y) dy furx>t>0
lg(x +1t) —g(—z +t)] + %ff;ﬁt h(y) dy fir0<z <t

N[ D[
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Bemerkung: (Mittelwert iiber der Sphare) Fiir x € R”, t > 0 und r > 0 definiere
den Mittelwert von u(x,t) iiber der Sphare dB,(x) (oder auch dB(x,r))

U(x;r,t) :=]l u(y,t) dS(y).
0B, (x)

Weiter sei

G(x;r) ]{) 5 )g(y) dS(y)

H(x,r) ]gB( )h(y) dS(y)

a4.



Satz: (Euler-Poisson-Darboux Gleichung)
Sei x € R" fest und u eine Losung der Wellengleichung

ue — Au =0 in R"x]0, 00|
u=g, ug = h auf R" x {t =0}

Dann lost U(x;r,t) die Euler-Poisson-Darboux Gleichung

Uit — Upr — 22U, =0 in R4 x]0, 00
U=G, Uy=H auf Ry x {t=0}
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Bemerkung: (Kirchhoffsche Formel fiir n = 3)
Die Losung des Anfangsproblems der Wellengleichung

u, —Au=0 in R3X]0, oo[
u=g, u,=h auf R3 x {t =0}

lautet fiir x € R3, t > 0 (Kirchhoffsche Formel):

u(x,t) = ][a » )(th(y) +g(y)+ Dg(y) - (y —x)) dS(y)
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Bemerkung: (Poissonsche Formel fiir n = 2)
Die Losung des Anfangsproblems der Wellengleichung

u, —Au=0 in R*X]0, oo[
u=g, u,=h auf R*x {t=0}

lautet fiir x € R?, 1 > 0 (Poissonsche Formel):

1 ][ tg(y) + 1*h(y) + tDg(y) - (y — x) dy
0B;(x)

u(x,t) = > T
(> — |y — x|?)2
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10. Fourier-

Methode

Do Losung des Arfangsrandwertprotioms.
s - = 0
u(x0) = ()

(o) }sn (*F)

Dabe: sind b, che Fourer-Koeflzienten der Entwckkng dor vorgegeben
0) = () und dy e enisprechenden

Bomerkung: (Algeneie Asgroximative Lisen s 10 Peassn Glschung)
« Su o s ranucnale Randwmtrcbie gegsber.
{ - f0, v<r<t
" Za

« Asgrosimiers di rechie Sene (2] dareh eine e

nie) _):‘.m.;“:';

e Fourier Reive fx()

+ Die Foutier Kostzianten ergeben ch 4 (0 =

o) (22) .

« D i ine ssprocmatvn Lonirg dom Rarcrtgrosboms gnguben duech

& P
RURED e

Periodische Randbedingungen

[t 2

Puricdische Furktonen auf dom imerval [, sid

T

51 Lowungasemsatz =i it v Fourwe-Rhen st it

w0 = a0+ 3 (ae(cos ("77) + by e

48.
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Lyup = fn




Bemerkung: (Allgemeine Approximative Losung der 1D Poisson Gleichung)

e Sei das eindimensionale Randwertproblem gegeben:

{ Ty = f(z), 0<z<l,
u(0) = u(l) = 0.

e Approximiere die rechte Seite f(z) durch eine endliche Fourier-Reihe fy(z)
ad nmwr
fn(z) = ,; ¢y, Sin (T) .
e Die Fourier-Koeffizienten ergeben sich zu (n = 1,..., N)
l
Cp = %/0 f(x)sin (mlr_:v) dz.

e Dann ist eine approximative Losung des Randwertproblems gegeben durch:
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Erinnerung: (Warmeleitungsgleichung) Betrachte das Anfangsrandwertproblem der
Warmeleitungsgleichung:

Ut — Ugy =  O<ze<], 0<t<T,
u(z,0) = g(x) . 0<x <,
u(0,t) = wu(l,t) =0 : 0<t<T.

|
=
£
N2

Gesucht ist eine Losung in Form einer Fourier-Reihe:

)= an(tysin (7).
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Periodische Randbedingungen

Anfangsrandwertproblem auf dem Intervall [, /] gegeben durch

([ wp—uzr = f(z,t) @ —l<z<l,0<t<T
u(z,0) = g(x) . =l <z<lI

| w(-Lt) = w(l,t) : 0<t<T

| uz(=1,t) = wuz(l,t) : 0OZ<t<T

Periodische Funktionen auf dem Intervall [—, ] sind
(@) =3, v =cos("T), w)=sin("T")

Ein Losungsansatz mit Hilfe von Fourier—Reihen ist damit

u(z,t) = ag(t) + Z (an(t) cos( ) + bn(t) sin ( l:z:))

n=1
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Die Losung des Anfangsrandwertproblems

[ wyp — uge = O C0<e<,0<t<T
u(z,0) = g(x) c 0<z<
u(xz,0) = h(x)  0<x<
w(0,t) = u(l,t) =0 : 0<t<T

Ist gegeben durch
> nw dnl n nmwx
t) = bn —t —— Si —t ' —_—
u(z, 1) n;{ Cos(l )+n7rsm(l )}S'n( l )

Dabei sind b,, die Fourier—Koeffizienten der Entwicklung der vorgegeben
Anfangsbedingung u(x,0) = g(x) und d,, die entsprechenden
Koeffizienten von us(z,0) = h(x).
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Eniirier-

Finite Differenzen

Disiredsiers den Difrezislopsrasc

—“A=L=Ly

11. Numerische
Methoden fir
Elliptische Gleichung

Modellproblem
~Au=f inQ=[0,12€cR?
u=0 ond

A4

Finite Volumen Finite Elemente
Diskaetisiere die Flussform “Diskretisiere Funktionen Reunt
’ -
“ [ Sy
- /\— Vi dr jr,m v

& _ D | ——

Lineares Gleichungssystem

Lyup = fn
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in Q= [0,1]* € R

Modellproblem
on Of)

f
0

_A'Ll, —

U =

Solution

f "1‘1:1 /

/4
Vs
s

VXS
)

¢/

AV
A

V)
7Y+

VYVY)
A

VAN
VAN

QPOAAR
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Finite Differenzen

Diskretisiere den Differenzialoperator

—A=LNLh

. du  u(iy1) — u(z;) o
hier: = A +O(Az), Az =zi11 — i
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Ou  Uip1j — Ui-1j 2
- ’ = 4+ O(A
ox 2Ax +0(Az7)
0%u Uig1,j — 2U; 5 + Uj—1
_ ditl, i, 1—1, O(A 2
Ox? Ax? +O(A)
Ay — AU j — Wip1,5 — Ui—1,5 —

u%3+1

Ui, j—1

Ax?

+ O(Az?)
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Finite Volumen

Diskretisiere die Flussform
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On nup: Finite Differenzen Approximation von

/ Opnup ds = Az -
8Ei|1

/ Opnup ds = Az -
OFE; 2

/ O nup ds = Az -
OFE; 3

/ Onhnup ds = Az -
8E.‘.4

ou
d:1:=—/ — ds
/E-f aE, On

~ —/ 8,.,,,u;, ds — / ah,nuh ds — / ah'n’u,h ds — ah,,,u;, ds
9E; 1 OE; 2 OFE; 3 OE; 4

[un(Zis1,y5) — un(@i,y;)]
Az

[un(zi, yj+1) — un(zi, y;) ]
Az

[un(zi-1,y;) — un(i, y;) ]
Az

[un(zi,yj—1) — un(zi, y;) |
Az

v
OF; »
du
on’
€Ly, U_))
OFE; 3
g OF,
OF; 4
-}
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Finite Elemente

"Diskretisiere Funktionen Raum"

—Au=f in ), wu =0 on 01,

=>/—Aug0da::/fg0da; Vo
Q Q

:>/Vu-Vgada:=/fgada: Vo
Q Q
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Nun wird das Variations-Problem a(up,vy) = f(vn) ersetzt durch
’U:za((Pz,SOg):f((Pg), v’iaj=17°°°7N7

da up = Zu,,cp,,
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Lineares Gleichungssystem

Lpup = fn




12. Numerische
Methoden fiir
Transportgleichung

Lagrangesche Perspektive

o wat), =(0) =0,
L= 0, ple,0) = polx)

Strategy:
o Solve % = v by any ODE

Solve % = 0 by
o Solve % =0

62.



Lagrangesche Perspektive
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e Position: z = x(t).

e Velocity: v = v(x,t).
Particle position can be computed by
_dx
ot

With initial condition — z(t = 0) = xg

T = v(x,t)
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Problem: Passive advection (s = 0):

' d
N / d—f o(z,t), z(0) = o,
LA dp

= = 0. p(@,0)=po(z).

Strategy:

e Solve ‘;—f = v by any ODE solver,

e Solve %% = 0 by finite difference.

dp _ plzi t"*" — p(z;,t")
dt ~ At

=0
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Algorithmus
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Gesellschaft und
Partielle DGLn

Naturkatastrophen sind die
Schnittstelle zur Gesellschaft

Gobaler Wandel
Einfluss auf Gesellschaft

Pravention
Vermeidung
Planung

Deterministischer Ansatz

« Verstandnis des physikalischen Mechanismus
+ Physikalisches Modell flr prc ili e Methoden
+ Lose Differentialgleichungen!

W ¥ (o) + V070) = S(0)
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Naturkatastrophen sind die
Schnittstelle zur Gesellschaft

Gobaler Wandel
Einfluss auf Gesellschaft

Pravention
Vermeidung
Planung
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Deterministischer Ansatz

- Verstandnis des physikalischen Mechanismus
- Physikalisches Modell fiir probabilistische Methoden
- Lose Differentialgleichungen!

% £V () + V(0Vp) = S(p)
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Beispiele

Tsunami Sturmfiuten

Olunfall

Vulkanasche Ausbreitung
- =




Tsunami

ov
— +(v:-V)v+gVn =R,
ot
on
T (Hv)
R=—fkxv—rH 'vlv|+ H 'V(K,HVv)
Terms:
« Coriolis

- Bottom friction
+ Viscosity (Smagorinsky approach)




Sturmfluten

)
(‘—V+(V-V)v+gVu:R,
ot

on

— -(Hv) =0.

5t + V- (Hv)




Olunfall

aliﬁlﬁ-ii-i?lﬂﬁl—-§7-(kdf?Kbu)=='li

Poil

ot

kg = oboit (w = poit)
pwky
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Vulkanasche Ausbreitung

% + V- (vp)+V(vVp) =S(p)
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