Differentialgleichungen I

Numerische L6sung der Transportgleichung:
Lagrange und Semi-Lagrange Verfahren




Lagrangesche Perspektive







Formalisierung

e Position: z = z(t),
e Geschwindigkeit: v = v(z, t).
Partikel Position berechnet sich aus
dx

T =— =wv(x,t)

Mit Anfangsbedingung z(t = 0) = z




Lagrangescher Transport mit Quellterm

Die Gleichung lautet

dp
dt

; — 0 4, 0  dz
mt @ =25 1Ta: &

= s(x,t)

Zusammenfassung: Lose also zwei gewohnliche DGLn:

v(z,t), z(0)= zo,
S(p,.’L‘, t)’ p(z, 0) = po((E).
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Probleme rein Lagrangescher Methoden

e Verteilung der Partikel wird irregular.
e Interaktion zwischen Partikeln schwierig zu simulieren (Diffusion).

e Dichteverteilung als raumliche Funktion schwierig zu Rekonstruieren.
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Kombiniere Lagrangesche und Eulersche Methode
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Idee der Semi-Lagrange Methode

tn—{— 1_ +

" +
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Formalisierung

Problem: Passive Advektion (s = 0):

' d
( / d—f = wo(x,t), z(0) =z,
A d
i L= 0, p(@,0) = po(a).
Strategie:
e Lose ‘fi—f = v mit geeignetem Loser fur gew. DGL,

e Lose %‘g = 0 durch finite Differenzen.

dp _ p(xit"th)— plz;,t")

dt At =0

=>p+:p_.

Uiy 1 [ : N grid points, t"™, n [ : M time steps.
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Algorithmus
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Stabilitiat und Konsistenz

Von Neumann Stability Analysis:
Assume linear interpolation of upstream points and exact wind, i.e.

Pt = (1 —v)pp +vpp

Then using z,e*0") we have:
Zng1€ U)z,,(fik(k"" + vzpetkki=1h)

kGM) — (1

[

1- (;;k(/.))] ik(ki=i)h yik(jh).
(1 e-m(m)] etk(ki—i)h.

=&=

= [€> =1 - 2v(1 = v)(1 — cos(kh)).

Stability follows for: 0 < v < 1, i.e. always!

Remark (Order of Consistency):
It can be shown the the semi-Lagrangian advection scheme retains

the consistency order of the discretization schemes involved:

T v order p 1

> SLM order p.
/.’ 0 order P j I [ order P
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Stabilitat und Konsisten.:

Von Neumann Stability Analysis:
Assume linear interpolation of upstream points and exact wind, i.e.

ry. | interval contain

pi = (L =v)pi, +vpi s

e UV

Then using z,e**U") we have:
ik(jh) — (1-— V)zneik(kih) + vz, etkki—1h)
— [1 (1 - e—ik(h))] ek (ki=d)hik(jh).,

S €= [1—p(1— e )| ek,

1 ~19 - ~ /a
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T winda, l.e.

® [r;. ,,x | interval containting upstream point z_
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Then using z,e*U") we have:
ik(ih) — (1 — 1)z, etk kih) 4 yyy gik(ki=1h)

— . 1- V(1 — e—z'k;(h))' ¢k (ki—i)hgik(jh).

= |1- v(1 — etk (M| gik(ki=i)h.

= €12 =1 —2v(1 — v)(1 — cos(kh)).
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=zn |1 —v(l—e€
= ¢ = 1 —v(l—e
= ¢ =1-2v(1 —v)(

Stability follows for: 0 < v <1, i.e. always!

Remark (Order of Consistency):
It can be shown the the semi-Lagrangi
the consistency order of the discretizat

1
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for: 0 <v <1, i.e. always!

Remark (Order of Consistency):
It can be shown the the semi-Lagrangian advection scheme retains
the consistency order of the discretization schemes involved:

xr = v order p
p = 0 order p

} = SLM order p.
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Advektion mit Quellterm

Erinnerung: Lagrange:
pt +vpr = s(x,t). T=wv; p=Ss.

Fur einen Partikel lose:
= wv(z,t), z(0)= =z,
p = s(p,z,t), p(z,0)=po(z).
Annanhme: s = s(x,t) und verwende Trapezregel:

p(x+$tn+1) B p(x_’tn) _ 1
At 2

[s(zT,t""1) + s(z™,t")]

Oder einfach (Mittelpunktsregel):

pla*, 1) — pla—, t)
At

— S(:L.O,tn+1/2)
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Algorithmus mit Quellterm
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Numerisches Ergebnis

. Linear Advection, DX=1.00e-02, DT=9.90e-02, steps: 6
ﬁ
084
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Rauchausbreitung als
passiver Spurenstoff

Multi-Skalen Problem:

Gesamte Ausbreitung 0(10°m?)

Lokale Konzentrationen O(10%°m?)
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Idee: Adaptive Gitterverfeinerung

- Verfeinerung nur dort wo notwendig
- Dynamische Adaption wahrend Laufzeit
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Advections-Diffusions Gleichung

d
3—§+V-(vp)+V-(Wp)=0

Spurenstoff (méglich: mehrere Komponenten)
p:OxT —-R™ QcCR?

Gegebenes Wind Feld
v:QxT —R?

Gegebener Diffusionskoeffizient
p:2xT—R
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Lagrangesche Form

op _Op
8t+v.(vp)_8t+v Vp+V-vp
dp

Divergenzfreier Fluss: V -v =0

dp
=0
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Splitting: Advektion und Diffusion

dp | _
-tV (uVp) =0

/o

Advektion Diffusion
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Zeitintegration liber einen Zeitschritt:

t+AL g,
/ — + V- (uVp) dt =0
¢ dt

t+At dp
/ adt:p(a:,t—i—At)—p(x—a,t)
t

t+AL 1
/ V- (uVp) dt ~ 5 (V- (u"Vph)+ V- (uVp)] - At
¢
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Diskrete Advektions-Diffusions Gleichung

pr=p =5 V- Ve +V-(u"Vp7)] =0
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Problem bei nicht-uniformen Gittern

Semi-Lagrange-Methode:

de _
dt
Differenz entlang Trajektorie:

Lagrange Form: 0

de (&, t+ At) — (T — 24,t — At)

dt DAL

= |e(Z,t + At)|=|c(Z — 2a,t — At)
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Interpolation mit radialen Basisfunktionen

Interpolationsproblem: <

d . : *
s:RY - R mit slw = c(-, t)|n-
Interpolierende Funktion: X Menge der k Nachbarn

k q
s(z) = > N\jP(|lz—y;|D+p(z), y; €R, pz) = D wp ().
=1

Apx P || X || c(y))
P O I 0

=1
Aoy = [®lz;—ald] ,_,,. P = [palz))

n=1:q,j=1:k"
(N nicht-degeneriert)
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Beispiele radialer Basisfunktionen

/

\

Thin Plate Spline () = 2 log r

Gaussians d(r) =e " ‘
\ 4

Multiquadrics d(r)=\Vre4+1
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Anwendungsbeispiel: Spurenstofftransport

Gegeben: Wind-Daten
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Spurenstofftransport (adaptives Gitter)




Spurenstofftransport (gitterfrei)




47.



