Differentialgleichungen I

Einfahrung in numerische Methoden




Vorbemerkungen

Zur numerischen Losung partieller Differentialgleichungen
verwendete Verfahrensklassen:

- Finite Differenzen
. des Di alle
einfache und

uniforme Gitter
« Finite Volumen

des Prinzips,
hyperbolische Gleichungen
- Finite Elemente
. i der
G und
Differentialoperatoren

+ Lagrangesche Methoden
+ Vereinfachung der totalen Ableitung, Transportgleichungen
inati aus den i

Betrachte: Elliptisches Modellproblem

—-Au=f inQ=[0,1?%eR?
u=0 on 0N




Zur numerischen L6sung partieller Differentialgleichungen
verwendete Verfahrensklassen:

- Finite Differenzen
- Vereinfachung des Differentialoperators, alle
Gleichungstypen, einfache Geometrien und strukturierte
uniforme Gitter
- Finite Volumen
- Vereinfachung des physikalischen Prinzips, vornehmlich
hyperbolische Gleichungen
- Finite Elemente
- Vereinfachung der Funktionenrdume, vornehmlich elliptische
Gleichungen, komplizierte Geometrien und
Differentialoperatoren
- Lagrangesche Methoden
- Vereinfachung der totalen Ableitung, Transportgleichungen
- Kombinationen aus den vorherigen Methoden




Betrachte: Elliptisches Modellproblem

~Au=f in Q=[0,1]* € R?
u=20 on OS2

Solution




Differentialgleichur

Jérn ihrens

Finite Differenzen

Einfiihrung in numerische Methot

Idee:
Diskretisiere den Differenzialoperator
-A=L=~ Lh
her:
Lineares Gleichungssystem:
Lyun = fn
Diskreter Operator:
Matrix:
“a, 93w l Finite Differenzen Stern:
o Y|
| x| N
= * = v
(B B PR A
Nummerierung: Sciblani)
Lexikographische Ordnung

Vorbemerkun

i s Losung TN DB
Vermendens Vtatvenshbisser:
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Idee:

Diskretisiere den Differenzialoperator

—A=L%Lh

- du  u(wiy1) — u(z;) L
hier: = o +O(Az), Az =zif1 — ;.




y; analogously




Diskreter Operator:

U Uig1,j — Ui—1,5 9
— = ’ ’ O(A
ox 2Ax +0(Az)
82u U'+1j—2U'j+U'_1j
— KA N 2, K N O A 2
Ox? Ax? +O(Az)

v

4u; i — Uijaq Wi i — Ui i1 — Wi i—1
Ay = 8 i+l — M-l i+ 2% (’)(Aa:)

Ax?
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Finite Differenzen Stern:

—1
A 20 (Tit1,y5)
—1 4 —1
Ax? Ax? Ax? —1
(xi—1,Y; (zi,95) (Tit1,Y5) v 1
—1

A2 (Tisyj—1)
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Nummerierung:

Lexikographische Ordnung

Y4
19 ® = - {1 - ]
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0 [ L i L i |

0 ' N

14.



yA
17 B - - L L -
= N 10 5@ 90 130 .
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4 -1 -1
-1 4 -1 -1
-1 4 -1
-1 4
-1 4 -1
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Lineares Gleichungssystem:

Lpup, = fh

wobei mit —Au = f
e [} die Matrix der letzten Folie,
e u; der Vektor aller unbekannten Gitterwerte von wu,

e f; der Vektor der Gitterwerte der rechten Seite f ist.
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Finite Volumen

Idee:
Diskretisiere die Flussform

/ﬁ)/ ;._:..‘.,,

§ e

Lineares Gleichungssystem: Zi e”en.'

Uberdecke (2 durch Zellen (Volumina) Ey,..., Ex

Lnun = fu 1
Vereinfachte Schreibweise: Integration.'
jg Aunll—/”!uu W-1:N
A = g = e = Mg = g = A2 g | Gau’ theorem

ihe
~/ﬂmmd;-—/;f-lz

Diskretisierung

Lo 2
b
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Idee:

Diskretisiere die Flussform

19.






Zellen:

Uberdecke Q durch Zellen (Volumina) E1,. .., Ey:

Y

1_

21.



y/\
1
Q Q Q
Q Q (™)
E;
Q Q Q
Q Q Q
Q Q Q
0 -

| ——

17
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Integration:

/—Aud:c:/ fder VYi=1:N
E; E;

| Gauf}’ theorem

dx
OF; 3“ / !




Diskretisierung

ou
fdx=— — ds
/E,- OE; on 7
=~ —/ ah,nuh ds — / ah,nuh ds — / 3h,nuh ds —/ 6h,nuh ds
6E,',1 3Ei,2 aEi.S aEi.d
OEM
Onnun: Finite Differenzen Approximation von g—’;.
A [un(@iv,y5) — un(zi, y;) I~ e

/'SE‘,1 Opnup ds = Az Aa 9Fi
/ Onnttn ds = Az un(Ti, Yj+1) — un(i, y5)

OFE; 2 AI
/ Onnun ds = Az - Un(@i-1,Y5) — un(®i, Y;) OEia

OE; 3 Az
/ Onnun ds = Az - un(®i, Yi—1) = un(zi, Y;)

OFE; 4 L A.’l' O
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/fdasz— %ds
E;

oE; On

~ —/ Onnup ds — / Oh,nup ds — / On,nup ds — / On.nup ds
3Ei,1 aEi,g aEi’3 6E¢,4

ou e

On,nup: Finite Differenzen Approximation von .

—Uh($i+1 y-) — uh(a:,- y-)- 8E7L,3
/ Onhnup ds = Ax - 277 ' 99 -
OFE; 1 i Az |
/ 8h,nuh, ds = Az - uh(x’ia yj-i—l) - uh(atz,yj)
OE; 2 | Az .

f - ] . Tun(zicius) —un(zicus) |
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Vereinfachte Schreibweise:

ui,j = Un(Ti,Y;)

_ 1
Fu=p [ s
Bl JE,,

.
Ui — Uip1,j — Ui—1,5 — Ui j+1 — Ui j—1 = AT f; ;.
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Lineares Gleichungssystem:

4 -1 -1
1 4 -1 -1
1 4 -1 -1
-1 4 -1
-1 4 -1 -1
L - -1 1 4 1 -1
hUh _— h -1 1 4 -1 -1
-1 -1 4 -1
-1 4 -1 -1
-1 -1 4 -1 -1
. -1 -1 4 -1 —1
mit -1 -1 4 -1
-1 4 -1
e L, die Matrix (rechts), -1 -1 4 -1
-1 -1 4 1
e uy, der Vektor aller Zellwerte, L -1 -1 4

e f5, der Vektor mit Zellmittelwerten

/ fdr~ Az? - f(zp,)

28.




rentialgleichungen i

Jérn Eehrens

‘Uhrung in numerische Methoden

rbemerkungen
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 Finite Oberenzan

~Visntachung Gas Oifarans sopérators, alo
Giekhurgatypen, cirtache Geamevien wnd stbuniens

it Voiran.

Finites Element

Triangulierung

Galerkin Methode
N wind o Varaior Prablem (s, ) = f{sx) et duech

syl = £, =1

Mo ek e Ly = o

Idee:

“Diskretisiere Funktionen Raum”

Basisfunktionen Darstellung

w(®) = Y wpilz)

TN

Finite Elemente

Variations-Problem

Ersetze die Funktionen(rdéume)

statt des Problems
findewe Vi J(u)=minJ(v)

losen wir das diskrete Problem
finde uy € Vit J(un) = win J(va)

Funktionenraum

V- Furitionescaum mit dism V=

o Vi stictwese Polynoms, in 9 stetig. dim ¥y = N <

29.



Idee:

"Diskretisiere Funktionen Raum"

30.



Variations-Problem

Klassisches Problem

—Au=f inQcR?
u=0 on Jf

—Au=f inQ, w=0ondQ,
= / —Aup do = / fodx Yy
Q JQ

=>/Vu-Vgod:n=/f<pdT. Yo
Ja Ja

Variations-Problem
Minimierungs-Problem
alu,v) = f(v) Yo . .
it findewe V: J(u) = miy J(v)
v
afu,v) = /HVU -V de mit

f(v):_L_y-vdx J(v) = %a(v, v) — f(v)

31.



Klassisches Problem

—Au=f in Q C R?
uw=0 on Jf




—Au=f in{), wu=0on of),

:>/—Augpdx:/fgpdx Vo
Q Q

i/Vu-dex:/fgpdx Vo
Q Q



Variations-Problem

a(u,v) = f(v) You
mit

a(u,v) /Vu Vv dx

/fvdm
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Minimierungs-Problem

findeue V: J(u)= Héi‘I/lJ(fU)
mit
1

J(v) = Sa(v,v) = f(v)




Ersetze die Funktionen(raume)

statt des Problems

findeue V: J(U)Z{}Iél‘r/lj(v)

l6sen wir das diskrete Problem

finde up € Vi, : J(up) = mel‘r} J(vp)

36.



Funktionenraum

e VV: Funktionenraum mit dimV = o0o;

e V},: stuckweise Polynome, in 2 stetig, dimV}, = N < .
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Basisfunktionen Darstellung

Z w; i (@

Vi, = span{p1,..., 0N}
N

vpb €V, = v = Zvigo?;

dabei ist
o v; € R Koeffizienten,
e ; € V. Basis-Polynome.
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Galerkin Methode

Nun wird das Variations-Problem a(uy,v) = f(vy) ersetzt durch
’UNLCL(QOZ,QOJ):f(QOg), Vi7j:17'°°7N7

da Up = Zuchz

Man erhélt wieder: Ljup, = [

mit
L (Lh,)/,J' = (1(1,9,1,993-) Matrix,

o up = (ui,...,un)’ der Vektor der Koeffizienten,

e (fn); = f(p;) Vektor.

40.



Triangulierung

yl\
Uberdecke €2 mit Menge T}, disjunkter Simplices: 1 : = S = i
e 0= UTETh T
e Falls 71,7 € T}, mit 71 # 72, so gilt 1 N7 = 0. 1 ¥ ¢ - - ¢ (]
e Falls 7,79 € T}, mit 71 # 7o, dann gelte: 1 & p) Onodejig(fﬂawyj)O i
basis function ¢;
(0, oder
TI NTy = ¢ gemeinsame Kante, oder 4 g PS ® ® S »
gemeinsamer Knoten.
4 ¥ © o © = ¥
04 = - - w = |
T T T T T 1 >
0 1
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Uberdecke Q mit Menge T}, disjunkter Simplices:

° Q:UTEThT

e Falls 7,7 € T}, mit my 75 T2, SO gilt T1TNTL = 0.
e Falls 71,7 € T}, mit 1y # 79, dann gelte:

0, oder
71 N T = ¢ gemeinsame Kante, oder
gemeinsamer Knoten.



nplices:

71 N7 =0.
relte:

der
sinsame Kante, oder
sinsamer Knoten.

14 [ - i - i

- L ) Q - Q
node j: (z;,y;)

4 » ® © © @
basis function ¢;

- (. - Q Q )

- L ) Q - )

07 = L i i i

6 | | | | SE

a4.



Triangulierungen aus Anwendungen:
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Finites Element

air, = a(di, dr)

Qi = > / VoiVo; du

7€ (supp(¢i)Nsupp(¢;)) *

48.



Finite Volumen

Differentialgleichungen Il

Finite Differenzen ‘ Finite Elemente

iave:

[N

Vorbemerkungen
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