Differentialgleichungen I

Jérn Behrens

Fourier-Methoden




Einflihrendes
Beispiel in 1D

Vorbemerkung:
das eindimensi (Poisson Gleichung)
T = fz), O<z<l
u(0) = u(l) = 0
Anwendung: Die Gleichung beschrei ; wichtslage

pannung 7" und aul Kraf

Bemerkung: (Allgemeine Approximative Losung der 1D Poisson Gleichung)
« Sei das eindimensionale Randwertproblem gegeben:
—'l'g-,- = f(z), O<zx<l,
u0) = ull) = O
. dmiere die rechte Seite f(x) durch eine endliche Fourier-Reihe f(x):
X nnr
Inla) = Zr,.sin( =)
=
« Die Fourier-Koeffizienten ergeben sich zu (n = 1,..., N)

= ?Lr/(;).«n("'%) dr.

 Dann ist eine approximative Losung des Randwertproblems gegeben durch:

().




Vorbemerkung:
Betrachte das eindimensionale Randwertproblem (Poisson Gleichung)

{ Ty = f(z), 0<z<lI
u(0) = wu(l) 0

Anwendung: Die Gleichung beschreibt die Gleichgewichtslage eines eingespannten
hangenden Seils mit Spannung 7" und auBerer Kraft f(z).




Bemerkung: (Allgemeine Approximative Losung der 1D Poisson Gleichung)

e Sei das eindimensionale Randwertproblem gegeben:

{ —TEy = f(x), 0O<z<l,
u(0) = wu(l) 0.

e Approximiere die rechte Seite f(z) durch eine endliche Fourier-Reihe fx(x):
al nmwx
fN(.'E) = ;Cn sin (T) .
e Die Fourier-Koeffizienten ergeben sich zu (n =1,..., N)

Cn = %/Ol f(x)sin (nlﬂ) dz.

e Dann ist eine approximative Losung des Randwertproblems gegeben durch:

N

1?c,, . /nmx

un(x) = T2z s —— )
=1




Fourier-Methode fiir die
Warmeleitungsgleichung

Betrachte das der

(Wiirmele
Warmeleitungsgleichung;

{ Uy — U

fz,1) i 0<z<l 0<t<T,
glx s 0<z<l,
u(l) =0 : 0<t<T.

Gesucht ist eine Losung in Form einer Fourier-Reihe:

Bemerkung: [

Lineares System entkoppelter gewdhnlicher DGLn:
« Erhake enthoppeltes lineares System von gewshalichen DGL

gt kaan =6 n= L2

mit by = 1

» Die Lésungen lassen sich direkt angeben

ault) = byexp (o) + [ exp o (= ) ) ds

Koettrenenveriion

un(z) = inn(l)sin ("%) .
=

Lsungansatz:
 Fiir die Koeffipenten der Losungsdarstelung it

a0 = [ wmnan (") a
o D rechtn Saite (1bermogiit) /(,) bt o Otallng
Sety= 3ol (55) mitent) = § [ fisioin () ar

» Berechne die Zeit. und Ortsablesungen des Lasungsansataes fi

P = X_‘l%"m-m(%r
S = Sew (")
P = -3 a0 in(7F)

« Ertate fir e Inbe Sete der Wameistungsgiechung.

Sem() w

heonml2

eren () de




Erinnerung: (Warmeleitungsgleichung) Betrachte das Anfangsrandwertproblem der
Warmeleitungsgleichung:

Ut — Uge = [flx,t) . O<z<l,0<t<T,
u(z,0) = g(z) : 0<z <,
u(0,t) = wu(l,t) =0 : 0<t<T.

Gesucht ist eine Losung in Form einer Fourier-Reihe:

un(z) = i:: sin(mm) :




Losungsansatz:

e Fur die Koeffizienten der Losungsdarstellung gilt:

2 nmwT

an(t) = 7 /Ol u(x,t) sin (T) dzx.

e Die rechte Seite (Inhomogenitat) f(z,t) besitzt die Darstellung
flz,t) = ;cn(t) sin (nliw) ,  mit cy(t) = 7/0 f(x,t)sin (nlﬂ) dx.
e Berechne die Zeit- und Ortsableitungen des Losungsansatzes fur u:
ou =, da,, . /nTx
a@t = X 5w ()

g—z(w,t) = Z an(t)nT7r cos (m)

[
n=1
0%u > n?n? . /nnx
pr(®t) =~ en(t) s ()




Koeffizientenvergleich:

e Erhalte fur die linke Seite der Warmeleitungsgleichung

=, [ da, n?m?\ . /nrx
Ut + Upy = Z (W(t) + an(t) 7 ) sin (T) .

n=1

e Koeffizientenvergleich mit der Fourier-Reihe fir f(x,t) ergibt System gewohnlicher
DGLn:

oa,, n2m?

SO+ an () = ealt).

e Anfangsbedingungen a1(0),az2(0), ... ergeben sich aus der Anfangsbedingung

u(z,0) = g(z):
> . /nTx 2 [ . /N7
g(x) = ;bn&n(T), bn—ifog(a:)&n(T) dx
= an(0) = by, n=12,...




Lineares System entkoppelter gewohnlicher DGLn:

e Erhalte entkoppeltes lineares System von gewohnlichen DGLn:

an + knan, =c¢,, n=12,...

n?m?

e Die Losungen lassen sich direkt angeben:

an(t) = bpexp (—kn - t) +/0 exp (—kn - (t — s)) cn(s) ds.



Fourier-Methode:
Eigenschaften, Randbedingungen

Beobachtung:

o Fiir T 0 fost, fallen die a, () exponentiell schnell ab (1 -» o).

« Fiir n fest, fallon die a.(f) exponentiell schaell ab (¢ —» o).

Wi betrachten das Fhomogene Antsngerandwortpratiom

"-nee = 0crct0<tsT
We0) = 0 0gss1

Perlogische Randbedingunges 0,0 = M(LD=0 : Q<1<T
Actangarandwetpeatiom aut dom Inteevall |1, 1] 9ogeben durch & cen Bezechrungen von cben

mw = f(n1) << 0<ELT ho=a

w(z,0) = olz) rs<t - _

W10 = all)) :0SIST ‘ h

wel-L0) = wll1) : 0S1ET

() =z (")

2
En Losungsansatz mi Hite veo Fouier-Reihen st damt

wle.t) = agf) # 3 (s(t)cos "
=

-\ Bish
)+ (o) zin

: ety g EremS T mogener Aancbadr.mee. O

50 haben wir das

Jrd) P 0<r<l0ctsT

o) :0<x<l
ul(0.0) = 0 o<t<T
wll) =0 0st<T

11.



Beobachtung:

e Fiir T > 0 fest, fallen die a,(t) exponentiell schnell ab (n — o).

e Fiir n fest, fallen die a,(t) exponentiell schnell ab (t — o0).



Beispiel:
Wir betrachten das inhomogene Anfangsrandwertproblem

Ut — Ugpy = X  0<xx<1,0<t<T
w(xz,0) = 0 . 0<z<1
w(0,t) = w(l,t) =0 : 0<t<T
Dann gilt mit den Bezeichnungen von oben
bn — O
1 n+1
Cn(t) — Cn — 2( )
ni
und damit
t
1 n+1 1 n+1
an(®) =2 [0 S0 g 2 ()T (1ot
0 nm n37r3

")
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Bisher:
Anfangsrandwertprobleme mit homogenen Randbedingungen, d.h.

ur — uzgy = f(x,t) 0<z<,0<t<T
u(z,0) = g(x)  0<x <
w(0,t) = u(l,t) =0 : 0<t<T

Frage jetzt:

Was passiert

1) bei (einseitig Neumannschen) Randbedingungen der Form
w0, =0, 2@ =o,
ox
2) bei periodischen Randbedingungen der Form
w(0,8) =ull,),  o(0,6) = 24(1,1)
ox ox

Wie sehen die entsprechenden Fourier—Methoden aus?

4

15.



Sind beide Enden warmeisoliert, so haben wir das Anfangsrandwertproblem

,
Ut — Ugx

= f(z,t) : O<z<[,0<t<T
uw(z,0) = g(z) : 0<z<I
uz(0,8) = 0 C0<t<T
| uz(l,t) = O . 0<t<T

Jetzt erfullen die Funktionen

T

u(x,t) =1, u(xz,t) = cos (T)

die vorgegebenen Neumannschen Randbedingungen.

Ein Losungsansatz lautet damit

u(e,t) = bo(t) + 3 bu(t) cos (")

n=1

18.



Periodische Randbedingungen

Anfangsrandwertproblem auf dem Intervall [—/,[] gegeben durch

(wp—uge = f(z,t) @ —l<ax<l,0<t<T
u(z,0) = g(x) =<z <l

| w(—lt) = u(l.t) : 0<t<T

| ux(=1,t) = wug(l,t) @ 0<t<T

Periodische Funktionen auf dem Intervall [—1, {] sind

V(@)= %’ Y(x) = cos (n?x> , Y(x) =sin <n7x>

Ein Losungsansatz mit Hilfe von Fourier—Reihen ist damit

u(z,t) = ao(t) + izojl (an(t) cos( ) + bu(t) sun( 7;‘”))

19.



Mit den Reihenentwicklungen

f@t) = o)+ > <cn(t)cos< >-|—dn(t)sm< l

n=1

0 = 1ot 5 (meos(75) v ()

n=1

ergeben sich die gewdhnlichen Differentialgleichungen

Y004y = co(t)

S + "y an(®) = ea(®)

2 2
Py + " T bu(t) = dut)

Die zugehdorigen Anfangsbedingungen lauten

ag(0) =po, an(0) =pn, by(0) =gqn

)

20.



Fourier-Methode fiir die
Wellengleichung

Idee: Losungssuche analog zur Warmeleitungsgleichung
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem

e —ure = f(z.t) O<z<l,0<t<T
u(z,0) = g(x) t0<e<t

w(x,0) = h(z) o0<a<t

u(0.t) = u(l.)=0: 0<t<T

und suchen eine Lésung in der Form

u(x,t) = “z:_l an(t)sin (2]

Die Fourier-Reihen fr f (z.t), g(z) und h(z) ergeben DGLS fir die Losungs-
koeffizienten a,(1), i = 1,2,....

Beispiel:
Die Lésung des Anfangsrandwertproblems.

sz = 0 <1

u(z,0) = g(z)

u(x,0) = h(z)

uw(©0,1) = u(l,t)=0 :
ist gegeben durch

w0 = 3 {tmcos (70) + L sin (7) sin ()

Dabei sind b, die F d der
Anfangsbedingung (. 0) = ¢(x) und d, die entsprechenden
Koeffizienten von uy(z,0) = h(x).

21.



ldee: LOsungssuche analog zur Warmeleitungsgleichung

Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem

(uy — uze = f(z,t)  0<z<,0<t<T
uw(z,0) = g(x)  0<x<
< ut(x,0) = h(x) c0<z<
w(0,t) = u(l,t) =0 : 0<t<T
und suchen eine Lésung in der Form
W@ t) = S an(t)sin (”lﬂ>
n=1

Die Fourier—Reihen fur f(z,t), g(x) und h(xz) ergeben DGLs flr die Lésungs-
koeffizienten a;(t),7 = 1,2,....

22.



Beispiel:
Die L6sung des Anfangsrandwertproblems

'utt—umzo C0<z<,0<t<T
u(x,0) = g(x)  0<x <

< u(z,0) = h(z) . 0<z<I

| u(0,t) = wu(l,t)=0 : 0<t<T

ist gegeben durch
i nw dnl n nNTx
t) = b —t) + —=sin (—t] psin (——
u(@,?) n;{ ”COS( l )+n7rsm( z )}S'n( l )

Dabei sind b, die Fourier—Koeffizienten der Entwicklung der vorgegeben
Anfangsbedingung u(x,0) = g(x) und d,, die entsprechenden
Koeffizienten von u¢(x,0) = h(x).

23.



Einfiihrendes
Beispiel in 1D

Fourier-Methode fiir die Fourier-Methode:
Warmeleitungsgleichung Eig haften, Randbedingungen

Ditterentialgheichungen Il

Fourier-Methode fiir die
Wellengleichung

ST m————
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